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1. Wahrscheinlichkeitsrechnung

1.1 Einige stochastische Probleme

1. Lebenserwartungsproblem

Die mittlere Lebenserwartung von mannlichen Lebendgeburten hat von 44,6 im Jahre 1900
auf 66,2 im Jahre 1970 zugenommen. Das heil3t doch, dass die Menschen im Mittel um 21,6
Jahre &lter werden, oder?

2. Geburtstagsproblem
Wie viele Personen missen mindestens zusammenkommen, damit ich (mit fairen Chancen)
darauf wetten kann, dass mindestens zwei Personen am selben Tag Geburtstag haben?

3. Lottoproblem
Welche Chancen haben ich, im Lotto ,, 6 aus 49* genau 3 Richtige zu haben, und welche fir 6
Richtige plus Zusatzzahl ?

4. De-Méré-Problem

Die Erfahrung zeigt: Man kann aussichtsreich darauf wetten, dass beim mehrmaligen Werfen
eines Wurfels spatestens bis zum vierten Wurf eine ,,6* fallt. Eine ,Doppel-6* beim Werfen
zweier Wirfel ist sechsmal seltener als eine ,6“ bel einem Wiirfel. Ist es aso aussichtsreich,
darauf zu wetten, dass beim mehrmaligen Werfen zweier Wirfel spatestens bis zum vierund-
zwanzigsten Wurf (denn 6 x4 = 24) eine,, Doppel-6* fallt?

5. Telungsproblem

Zwei Spieler fuhren einen Wettkampf durch. Wer zuerst 5 Einzel spiele gewonnen hat, ist Ge-
samtsieger und erhdlt einen Geldpreis von 10.000,- DM. Durch hoéhere Gewalt muss der
Wettkampf beim Stande von 4 : 3 abgebrochen werden. Wie soll der Geldpreis unter den bei-
den Spielern aufgeteilt werden?

6. Dreitlrenproblem

Am Ende einer Quizsendung darf der Kandidat eine von drei gleichaussehenden Turen wéh-
len. Hinter einer der Tiren verbirgt sich der Hauptgewinn, ein Auto, hinter den beiden ande-
ren Turen befinden sich Ziegen. Nachdem der Kandidat eine Tir ausgewahlt hat, 6ffnet der
Quizmaster eine der beiden anderen Tiren und zeigt eine Ziege. Dann bietet er dem Kandida-
ten die Moglichkeit, seine urspringliche Wahl zu revidieren und die andere noch geschlosse-
ne Tur zu nehmen. Was soll der Kandidat tun: Auf alle Falle wechseln, auf ale Fale die
Erstwahl beibehalten, oder ist es sowieso egal ?

7. Kugelproblem

Zuerst Armin und dann Beate ziehen abwechselnd blind eine Kugel (ohne sie wieder zuriick-
zulegen) aus einem Sack mit 50 Kugeln, davon 49 schwarz und 1 weil3. Wer zuerst die weil3e
Kugd zieht, hat gewonnen. Hat Armin oder Beate die besseren Chancen?

8. Geschwisterproblem

Von einer Familie weil3 ich, dass sie zwei Kinder hat, kenne aber nicht deren Geschlecht. Nun
erfahre ich durch Zufall, dass eines der Kinder ein Madchen ist. Wie grof3 ist die Chance, dass
das andere Kind auch ein M&dchen ist?




9. Wasserbeutelproblem

100 Viertklassler werfen Wasserbeutel auf 100 Drittklassler. Jeder Viertklassler wirft einen
Beutel auf einen zufdllig ausgesuchten Drittkl&ssler und trifft ihn auch sicher. Wie viele Dritt-
klassler werden wohl trocken bleiben?

10. Zollhundproblem

Der Hund eines Zollbeamten bellt, wenn er Rauschgift erschnuppert. 98% aller Rauschgift-
Schmuggelféle entdeckt er. In 3% aller Félle, in denen kein Rauschgift geschmuggelt hat,
bellt er versehentlich trotzdem. Die Erfahrung zeigt, dass bei 1% samtlicher Grenzibertritte
Rauschgift geschmuggelt wird. Nun bellt der Hund bel einem gerade ankommenden Grenz-
ganger, beim nédchsten nicht. Wie sicher kann der Zollbeamte sein, dass der erste tatséchlich
Rauchgift schmuggelt, und wie sicher, dass der zweite es tatsachlich nicht tut?

11. Bertrand-Problem

Man zeichnet ganz zufélig eine Sehne in einen gegebenen Kreis. Wie grol3 ist die Chance,
dass diese Sehne kirzer ist as eine Seite eines dem Kreis einbeschriebenen gleichseitigen
Dreiecks?

Behandlung im Skriptum:

Nr. Seite Kapitel

1 8 1312

2 43 1.6.2

3 24 1.4.4,b)

4 32 1.5.3.2, Beispiel g
5 33 1.5.3.2, Beispiel h
6 31 1.5.3.2, b)

7 53 1.6.4, Beispiel 6
8 54 1.6.4, Beispiel 8
9 54 1.6.4, Beispiel 7
10 60 1.6.5, Beispid 1
11 34 1.5.3.4, Beispiel b




1.2 Einfihrende Bemerkungen

1.2.1 Menungen zur Statistik

Benjamin Disradli (1804 — 1881, britischer Schatzkanzler, Romancier)
There are there kinds of lies: lies, damned lies, and statistics

Andrew Lang (1844 — 1912, schottischer Gelehrter und Schriftsteller)
Wir benutzen die Statistik wie ein Betrunkener einen Laternenpfahl: vor allem zur
Siitze unseres Sandpunktes und weniger zum Bel euchten eines Sachverhalts.

Otto First von Bismarck (1815 — 1898)
Ich glaube nur den von mir selbst gefél schten Statistiken

Aus der Siemens-Broschire ,,Argumente’: Ein Unfall mit Kernschmelzen ist fir heutige
Kernkraftwerke mit entsprechender Sicherheitstechnik aufgrund der extremen Unwahrschein-
lichkeit praktisch ausgeschl ossen.” ® Glauben macht selig?
(aus SPIEGEL 11/1994, Hohlspiegel, 14.3.94)

Der Gewinner der Spanischen Weihnachtslotterie 1993 wurde gefragt, woher er gewusst habe,
welches Los er kaufen musse:

» I1ch habe solange gesucht, bisich die Losnummer 48 gefunden habe.”

Wieso die 48?

» Ich habe sieben Nachte hintereinander von der Nummer 7 getraumt, also habe ich 7 mal 7
gerechnet, eben die 48!“

1.2.2 Historische Bemer kungen

Statistik: »Ich wurflen ma und berechne....
Verfahren, um empirische Daten zu gewinnen, darzustellen, zu verar-
beiten, zu analysieren, ..

Wahrscheinlichkeitstheorie: , Ich sage fur die Zukunft voraus....”
Bestimmung eines Mal3es fir den Grad der Moglichkeit des Eintref-
fens noch unverwirklichter Ereignisse.

Stochastik: »Mathematik des Zufalls*, Sammelbegriff fir die Gebiete Statistik
und Wahrscheinlichkeitstheorie

Experimente, die wir heute als Zufallsexperimente bezeichnen, hat man bereits in der Antike
ausgefuhrt. Beispielsweise gab es Glicksspiele, deren Ziige mit Tierknochen, den Astragalen,
aus der FuRwurzel von Schafen oder Ziegen erwirfelt wurden (vgl. Bild in Engel, Stochastik,
S. 37). Auch wurden fir wichtige Entscheidungen Lose gezogen. Ein Beispiel hierfir findet
sich im Alten Testament (Lev 16,8). Insbesondere versuchte man mit Astragali und Losen die
Zukunft und den gattlichen Willen zu erforschen. Im Alten Rom gab es schon Versicherun-
gen. Die Kaiser Nero und Augustus veranstalteten Lotterien mit kostbaren Gewinnen anléss-
lich der Saturnalien. Es bestand allerdings kein Bedurfnis zu einer , Theorie des Glicks und
Ratens®.



Statistische Fragen haben ihren Ursprung im Staatswesen, z.B. Volkszahlungen, Erhebung
von Bevdlkerungszahlen.

J. Graunt (1620 — 1674) analysierte umfangreiche Geburts- und Sterbelisten, sucht Gesetzmé-
Bigkeiten beim Geschlechterverhdtnis.

E. Halley (1656 — 1742, Astronom) untersucht Sterbetafeln als Grundlage fir Leibrenten

Wahrscheinlichkeitstheorie als Wissenschaft ist sehr viel jinger, wenngleich sie ihre Ur-
sprunge in Glicksspiel-Problemen schon vor dem 13. Jahrhundert hat. Eines dieser sehr alten
Probleme ist das Teilungsproblem (vgl. 1.1 Problem 5). Bekannt ist auch das Problem des
Chevalier de Méré, mit dem er sich 1654 an Blaise Pascal (1623 — 1652, Paris) wandte: ,Was
ist wahrscheinlicher, bei 4 Wirfen mit einem W(rfel mindestens eine 6 zu werfen, oder bel 24
Warfen mit 2 Wirfen mindestens eine Doppel -6 zu werfen” (vlg. 1.1 Problem 4). Dieses Jahr
1654 sieht man aufgrund des Briefwechsels zwischen Fermat und Pascal zum Teilungsprob-
lem und zum Problem des Chevalier de Méré und ihren auch heute anerkannten Ldsungen als
Geburtsstunde der Wahrscheinlichkeitstheorie als Wissenschaft an. Pierre de Fermat (1601 —
1665) war ubrigens Parlamentsrat in Toulouse.

Einer aus der grof3en Bernoulli-Familie, Jacob (1654 — 1705) erkannte das Gesetz der grof3en
Zahl und wandte es schon auf statistische Fragen an. P.S. Laplace (1749 — 1829) verdanken
wir die Definition der Wahrscheinlichkeit as Quotienten gunstiger und moglicher Féle: p =

g; dabel missen allerdings alle Félle gleichwahrscheinlich sein. Wichtige Beitrage leistete
m

C.F. Gauss (1777 — 1855), genannt seien nur Gausssche Normalverteilung, Streumal3e und
Fehlerrechnung. R.v. Mises (1883 — 1953) versuchte, den Begriff der Wahrscheinlichkeit all-
gemein als Grenzwert relativer Haufigkeiten zu definieren, ein Versuch, der scheitern musste.
Erst A.v. Kolmogoroff (1903 — 1987) entwarf 1932 sein heute noch akzeptiertes Axiomen-
system auf mengentheoretischer Grundlage. Wie Hilbert bel den Grundlagen der Geometrie
verzichtet auch Kolmogoroff bei den Grundlagen der Wahrscheinlichkeit auf die ontologische
Bindung der Grundbegriffe.

Zu historischen Fragen vgl. auch H. Kitting: Beschreibende Statistik — ein historischer Ab-
riss, S. 117 — 126 in der Glatfeld-Festschrift ,, Beitrége zum Lernen und Lehren von Mathema-
tik* (Hrsg. Padberg).



1.3 Sammeln, Darstellen, Interpretieren statistischer Daten

Ziel dieses Abschnitts ist die Sensibilisierung fur einige Probleme bei den vielen Graphiken
und Statistiken, denen wir taglich konfrontiert sind. Die mathematischen Grundlagen sind
sehr einfach.

1.3.1 Darstellungsarten und Kenngrof3en

1.3.1.1 Darstellungsarten

Daten eines Merkmals mit den Auspradgungen Xj, ..., Xs (z.B. Stimmenzahl m; fir die Partel x;
bei einer Wahl) werden erhoben. Aus den absoluten Haufigkeiten m; werden die relativen

NP m .
Haufigkeiten hy = —— mitn=m;+ m, + ... + msberechnet.
n

Bekannte Darstellungsarten solcher Daten sind Strichlisten, Kreisdiagramme, Liniendia-
gramme, Stabdiagramme, Histogramme (Balkendiagramme), Stamm-und-Blatt-Darstellung ,

Als Beispiel werden im folgenden Daten der Landtagswahl in Sachen am 19.9.99 verschieden
dargestellt (ob die jeweilige Darstellung fur diese Daten Sinn macht, sei dahingestellt):
Cbu 56,9 % Grune 2,6 %

SPD 10,7 % FDP 1,1%
PDS 22,2% Sonstige 6,5 %

Kreisdiagramm (Winkel entspricht Anteil)
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Liniendiagramm (Haufigkeitspolygon)
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Stabdiagramm (Saulendiagramm) in drei verschiedenen Ausprégungen:

Computer-Darstellung
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»Ausprégung Histogramm (Balkendiagramm)*
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Histogramme dienen der vergroberten, aber Ubersichtlicheren Darstellung von Merkmalen
mit vielen Ausprégungen oder stetigen Merkmalen durch Klasseneinteilung: Die Stichpro-

benwerte X, ..., Xn werden in s Klassen [ay, &, [&, @ [, ..., [&, &l eingeteilt. Fallen m; Werte

in die Klasse [&, g+1[, so berechnet sich die Hohe d; des Histogramms Uber dieser Klasse aus
der Gleichung

m;
dx(g+—3g) = -

Die Daten im folgenden Beispiel geben die jahrliche Milchleistung von Kithen in dz an.

Histogramme

Vergroberung durch Klasseneinteilung bei Merk-
malen mit vielen Auspragungen oder bei (prin-
zipiell) stetigen Merkmalen, z.B. jéhrliche Milch-
leistung von Kiihen in dz, Einteilung in 8 Klassen

374 378 29.0 351 309 285 384 347 363 304
39.1 373 453 322 274 370 251 307 371 377
264 39.7 33.0 325 247 351 33.2 424 374 372
375 442 392 394 436 280 306 385 314 299
345 343 350 355 326 337 37.7 353 370 378
325 329 380 360 353 313 393 344 372 39.0
418 32.7 336 434 304 258 287 311 33.0 39.0
37.1 362 284 371 374 308 416 338 350 374
33.7 338 304 374 393 307 306 351 337 329
357 329 39.2 375 261 292 348 333 288 389

Diese Daten werden in 8 Klassen eingeteilt und in folgendem Diagramm dargestellt. Die
Rechtecksflache Uber den Teilintervalle ist gleich der relativen Klassenhdufigkeit. Bei glei-
chen Klassenbreiten ist auch die Hohe proportional zur Klassenhéufigkeit.
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Rechtecksflache iiber den Teilintervallen ist ibli-
cherweise gleich der relativen Klassenhiaufigkeit.
Bei gleichen Klassenbreiten ist auch die Hohe
proportional zur Klassenhaufigkeit.
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Dieselben Milchleistungsdaten sind in der folgenden Abbildung in der kompakten und G-
berschtlichen Stamm- und Blatt-Dar stellung zusammengefasst: Dabei ist z.B. die 6. Zeile so
zu lesen, dass die Milchleistungen 29,0 dz, 29,2 dz und 29,9 dz vorkommen.

Stamm- und Blatt-Darstellung

Kompakte und iibersichtliche Darstellung
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Oft werden Daten nicht absolut sondern prozentual dargestellt. Missverstandnisse kdnnen
auftreten, wenn es um , % von %" geht. Typische Beispiele sind Anaysen von Wahlergebnis-
sen:

Eine der Ublichen Gewinn-Verlust-Angaben ist
, Die Partei A hat 1 % gewonnen.”

Was bedeutet die Aussage?
40 % 41 %: Zunahmeum 2,5%
45% 5,5 %: Zunahme um 22,2 %

1.3.1.2 Mittelwerte

Als Ubersichtliche Kenngrél3e gelten Mittelwerte. Damit ist fast immer das arithmetische
Mittel gemeint:
Summe aller Werte ~ m; X, +m,x, +..+mx,  °* mx, _ ° hox
Anzahl der Werte n o n R

Ausrutscher bei den Daten kénnen aber den Informationswert diese Mittelwerts sehr verfél-
schen:
Die folgenden Daten mégen das monatliche Einkommen von 9 Personen darstellen:

1.500, 1.100, 1.200, 1.300, 25.000, 1.000, 1.400, 1.600, 1.500.
Durch den ,, Ausrutscher 25.000 ist der Mittelwert die wenig aussagekréftige Zahl 3.956. Auf
diese Art und Weise wird z.B. festgestellt, dass die Lehrerversorgung an Schulen ausreichend
ist, dass das durchschnittliche Einkommen gut ist usw.

X =

Bel diesen Daten wére der Median (oder Zentralwert) die bessere Kenngrél3e. Die Daten
werden als Rangreihe der Grofde nach geordnet. Der Median ist die mittlere Zahl bei un-
gerader Anzahl von Werten, der Mittelwert der beiden mittleren Zahlen bel gerader Anzahl
von Werten. Im obigen Beispiel ist die geordnete Datenreihe

1.000, 1.100, 1.200, 1.300, 1.400, 1.500, 1.500, 1.600, 25.000
mit dem Median 1.400.

Ein weiteres Beispiel, wo der Mittelwert falsche Informationen vermitteln kann, ist das Le-
benserwartungsproblem (vgl. 1.1. Problem 1): Grundlage sind die folgenden Zah-
len.[Borovnic 1992, S. 143] aus einer Absterbeordnung, wie sie in Statistischen Jahrbtichern
zu finden sind:

Von 1.000 mannlichen L ebendgeborenen sterben im Alter von
Jahr 0 1-5 5-10 |10-30 [30-50 |50-60 |[60-70 [70—80 |80-90
1900 200 55 15 60 120 110 170 180 90
1970 35 5 5 25 60 100 230 310 230

In der Tat hat der Mittelwert von 44,6 im Jahre 1900 auf 66,2 im Jahre 1970 zugenommen.
Diese Durchschnittszahlen kann man aber nicht als , typisches Sterbealter” interpretieren. Die
1900-Verteilung mit Zentrum 44, 6 ist nicht einfach um 21,6 verschoben, die Menschen also
alle um 21,6 Jahre alter geworden sind. Das folgende Histogramm zeigt, dass die starke Erho-
hung des arithmetischen Mittels nur durch die radikale Abnahme der Séuglingssterblichkeit
bewirkt wurde, wahrend die Verteilung der Uber Funfjahrigen sich nur leicht zu hoheren Wer-
ten verschoben hat.
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Zwel weitere Mittelwerte der Daten vy, ..., Yn Seien nur der Vollstandigkeit halber erwahnt:

LY
Das geometrische Mittel n/O y; und das harmonische Mittel 1—nl
= — .t
Y1 Yn

1.3.1.3 Streumalie

5 Médchen und 5 Jungen haben jeweils mit einem Peilgerét die Hohe des Schulhauses gemes-
sen.

Ergebnis:

| X1 X2 X3 X4 Xs | X
Mé&dchen 105 95 10 11 9 |10
Jungen 8 11 9 8 14 |10

Wie kann man die qualitative Aussage, , die M&dchen haben besser gemessen”, quantifizie-
ren?
- Spannweite: Differenz grofdter und kleinster Wert (empfindlich auf Ausreil3er);
im Beispiel 2 bei den Méadchen, 6 bel den Jungen.
- Maximaler Abstand vom Mittelwert max [x; - X | (empfindlich auf Ausreil3er);
im Beispiel 1 bei den Mé&dchen, 4 bel den Jungen.

" (Xi B i)
n

i=1

- Mittelwert der Differenzen (sinnlos, das stets = 0).

- Mittlere lineare Abweichung (Mittelwert der Betrage der Differenzen) X=X (im
i=1
Prinzip sinnvoll, aber Betrage schlecht manipulierbar);

im Beispiel 0,6 bei den Madchen, 2 bel den Jungen.
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Mittlere quadratische Abweichung (empirische Varianz) (Mittelwert der Quadrate der
n _ Y 2
Differenzenquadrate, Idee von Gauss) s* = %
i=1
im Beispiel 2,5 bei den Méadchen, 26 bei den Jungen.
Die bestechende Idee dieses Ansatzes ist es, dass der Mittelwert X fur eine Messreihe xj,
..., Xn derjenige Schatzwert ist, der die quadratische Funktion Q mit Gleichung Q(x) =

" (Xi B X)Z

Empirische Standardabweichung s := \/s_2 (begriindet wegen der Einheit);
im Beispiel 1,6 bel den Mé&dchen, 5,1 bel den Jungen.

minimiert (was man leicht durch quadratische Ergdnzung nachrechnen kann.

Erwahnt sei der fir Messwertanalyse interessante Standardfehler Dx = S

Jn

1.3.2 Bewusste und unbewusste M anipulation von Daten

In den vielen graphischen Darstellungen in Zeitungen und Zeitschriften, die uns taglich be-
gegnen, werden oft objektive Daten bewusst oder unbewusst falsch dargestellt oder manipu-
liert.

1.3.2.1 Bewusste oder unbewusste falsche Darstellung in Histogrammen und Graphiken

Die folgenden Beispiele stammen aus Zeitungen und Zeitschriften:

Die Peugeot-Anzeige suggeriert aufgrund des manipulativ gewahlten y-Achsenmalistabs
einen besonders niedrigen Verbrauch der Peugeot-Fahrzeuge. Die ,,normale Darstellung
darunter zeigt, dass der Unterschied fast verschwindet:

Durchschnittsverbrauch der
in Europa zugelassenen Diesel
(ECE-Mittelwert)

6,3

Durchschnittsverbrauch der
PEUGEOT Dieselmodelle

57 5.7
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C O~ D e .
=

8 =

82 83 84 85 86 87 88 89 90 91
—*  ECE-Mittelwert * PEUGEOT

- Bel der Graphik ,Wie lange lehrt der Lehrer, wie lange lernt der Schiler” (SPIEGEL vom
7.10.91) ist auch der y-Achsenmalistab manipulativ gewéhlt. Man fertige eine ,normale’

Graphik an!

e e T {TITEL ]
WIE LANGE LEHRT |

DER LEHRER, WIE LANGE LERNT DER SCHULER?

Baden- ! Rheinland- g i i
Wiirfte g - / Nieder- Schleswig- Nordrhein-
Shmben Hessen Plalz i sachsen Saarland Bayern Hamburg Holstein Westfalen Bremen Berlin

0TS I

S ket | 1220 13220 42515 42537 42030 41540

Lebensarbeitszeit eines
Grundschullehrers in Stunden -
Mindeststundenzahl eines Grundschuilers
vom 1. bis zum 4. Schuljahr

SO0 AN i 3 6H | 3920 3680 | 4160 | 3400 3560 | 3560 | 3400 3520

T
1
RARA
A
1T
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- Bel der Anzeige der damaligen Bundesregierung ,, Seit 1983 stabile Gebtihren” ist der x-
Achsenmalistab manipulativ gewahlt (vgl. Anzeige und korrekte Darstellung):
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- Be den Graphiken ,Reiseziel Deutschland® und ,Sie leben vom Tourismus’
(Offenburger Tageblatt vom 8.7.95) ist nicht klar, was die Ballone bzw. die Mannchen
darstellen sollen? Sind die Daten proportional zu Lange, Flacheninhalt oder VVolumen?
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- Beim Histogramm , Altersverteilung bei Unfallursachen® (auto, motor und sport 25/1994,
S. 184 f) sind scheinbar gleichbreite Intervalle abgebildet, obwohl unterschiedlich breite
Jahrgange zusammengel egt wurden.

1.3.2.2 Manipulative Interpretation objektiver Daten
»Fliegen ist am sichersten.”
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In einem Bericht nach dem dritten Airbus-Absturz in Folge im Jahr 1992 interviewte der
SPIEGEL den damaligen Airbus-Chef Mehdorn (vgl. Ausschnitt, SPIEGEL 5/1992, S. 192 f).
Im letzten

Satz ,beweist“ Mehdorn, dass Fliegen die sicherste Art der Fortbewegung ist. Wir setzten die
Richtigkeit der Daten voraus:

Auto 19,6
Bahn 2,35 Totepro 10° Personen-km
Flugzeug 1,3

Bel ener fiktiven Jupiterreise argumentieren wir genauso: Es sind Hin- und Zuriick
1260 10° km. Je Reise sind 4 Raumfahrer dabei, also 5,04 10° Personen-km pro Reise. Die
1. und 2. Reise verlaufen gut, die 3. Reise endet mit einem Unfall und 4 Toten, also haben wir
4 Tote auf 15,12 10° Personen-km. Damit treten bei Jupiter-Reisen 0,25 Tote pro 10° Perso-

nen-km auf, womit sie — der Mehdornschen Argumentation folgend - wesentlich sicherer as
Fliegen sind.

Ein anderes, vielleicht sinnvolleres Argument zur Beurteilung konnte ja die Anzahl der Tote
pro Zeiteinheit im jeweiligen Fahrzeug sein (,ich habe Angst, solange ich im Flugzeug sit-
ze"). Nehmen wir als Durchschnittsgeschwindigkeiten

Auto 50

Bahn 80 km/h,

Flugzeug 800
so erhalten wir eine total andere Aussage:

9
AUtO: 19,6 Tote auf % h also 0,98 Tote auf 10° h
. 10° 6
Bahn: 2,35 Tote auf E h also 0,188 Tote auf 10° h
. 10° 6

Flugzeug: 1,3 Tote auf % h also 1.04 Toteauf 10° h

Ein weiteres Argument wére das Abzadhlen von Starts und Landungen (wo die meisten Unfélle
mit Flugzeugen passieren).
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1.3.2.3 Subjektive Darstellung objektiver Daten
Die folgenden beiden Graphiken ,, Doppelte und halbe Preise” stellen dieselben objektiven
Daten graphisch unterschiedlich dar:

Die Ware A verdoppelt ihren Preis von 1990 bis 1996.
Die Ware B habiert ihren Preis von 1990 bis 1996.

Die Opposition argumentiert, dass die Preise steigen, wogegen die Regierung von fallenden
Preisen sprechen kann, beide aufgrund ,, objektiver Daten*.
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1.4 Kombinatorik

1.4.1 Die Produktregel der Kombinatorik

Beispiel:
Torstens Barbiepuppe besitzt 3 Pullover und 2 Hosen. Wie viele Mdglichkeiten gibt es, der
Puppe einen Pullover und eine Hose anzuziehen?

Losung: (Entscheidungs-)Baum:

Zu jedem der 3 Pullo-

Ha ver kann Torsten eine
der 2 Hosen auswéhlen
P H2 (oder: Zu jeder der 2
p2 " Hosen ... ). Insgesamt
" gibt es adso 2°3=6

P i M oglichkeiten.

H2

Entscheidung Entscheidung

»Pullover”: ,Hose":
3 Maoglich- 2 Maoglich-
keiten keiten

Die Veralgemeinerungist die

Produktregd der Kombinatorik

Es seien nacheinander und unabhangig voneinander n Einzel-Entscheidungen zu treffen, wo-
bel es jewelsr (i = 1, ..., n) Entscheidungs-Mdglichkeiten gebe. Dann gibt es insgesamt
r, X, x..X, Entscheidungs-M&glichkeiten.

Begrindung und V eranschaulichung am Baum:

1. Entscheidung 2. Entscheidung n-te Entscheidung
r; Moglich- jewellsr; jewellsr,
keiten Moglichkeiten Moglichkeiten

zusammen 1, X, X..X, ,Enden” des Baumes.

n”
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Die Produktregel ist ein wichtiges Hilfsmittel schwer Uberschaubare Mengen abzuzahlen.
Dabel treten 4 typische Falle auf.

1.4.2 Die kombinatorischen Grundaufgaben

Ein Fahrradschloss hat ein 3-stelliges Zahlenschloss « « » . Wie viele Einstellmoglichkeiten
gibt es?

Losung: je 10 Ziffern, also 10° = 1000 Einstellmoglichkeiten.

Verallgemeinerung:

Es gibt n“ Moglichkeiten, k-Tupel einer n-elementigen Menge zu bilden (Anordnung von k
Elementen einer n-elementigen Menge mit Wiederholung).

- Wieviele, Worter* lassen sich aus den vier Buchstabensteinen @ , , @ bilden?

Ldsung: 4 Moglichkeiten fir den 1. Stein,
3 Mdoglichkeiten fir den 2. Stein,
2 Mdglichkeiten fur den 3. Stein,
1 Mdéglichkeit fur den 4. Stein,
also 4>3>2:1= 4= 24 Maoglichkeiten.

Verallgemeinerung:

Es gibt n! Moglichkeiten, die Elemente einer n-elementigen Menge ohne Wiederholung anzu-
ordnen (Permutationen (ohne Wiederholung)).

- Beim Rennquintett muss man die Reihenfolge der ersten 3 Pferde von 15 Pferden beim
Zieleinlauf vorhersagen. Wie viele Moglichkeiten gibt es?

Losung: 15 Maoglichkeiten fur Platz 1,
14 Moglichkeiten fur Platz 2,
13 Moglichkeiten fur Platz 3,
also 15%1443(= 2730) Moglichkeiten.

Zur Struktur:

15&4&3=15>14>13>12>...>1:§: 15
12X140%..4 120 (15- 3)

Veralgemeinerung:

Es gibt nX{n- 1)x..Xn- k+1)=(nL!k)I Méglichkeiten k Elemente aus einer n-elementigen

Menge (k £ n) ohne Wiederholung anzuordnen (k-Permutationen einer n-elementigen Men-
ge).
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- Wie viele verschiedene 6er-Tipps gibt es beim Zahlenlotto ,, 6 aus 49*?

Losung: Zunéchst zieht man 6 Kugeln der Reihe nach: 49>48:47>46>45>44 Mdglichkeiten.
Bei einem Tipp kommt es nicht auf die Reihenfolge an, das heifdt ,,1, 3, 5, 20, 40, 49" und
»49, 1, 20, 40, 3, 5* sind derselbe Tipp. Genauer fihren alle 6er Permutationen mit denselben
6 Ziffern, also 6!, zum selben Tipp: Es gibt aso insgesamt

|
49X48x.)44 _ 49 _ 49 _ 49 _ o000
6 436 (49- 6)! 6

verschiedene Tips beim Lotto. Diese oft bend6tigten Zahlen vom Typ

49 49

= »49 Uber 6
6  (49- 6)b6
|

no_ » N Uber k*

k  (n- k)
hei3en Binomialkoeffizienten.
Veralgemeinerung:
Esgibt T k-elementige Teilmengen einer n-elementigen Menge.

k  (n- k)

Deutung der vier Grundaufgaben im Urnenmodell!

k mal ziehen mit Zurticklegen
k mal ziehen ohne Zurlcklegen

1.4.3 Bemerkungen zu den Binomialk oeffizienten:

Der Fall ,k=n" legt die Definition 0! = 1 nahe.
Der Fall ,k = 0" legt die Definition g = 1nahe.

Binomische Formel (a + b)* = a? + 2ab + b?

Ihre Verallgemeinerung klért den Namen ,, Binomia koeffizienten®:

(a+b)" = Ea”"‘b" @bl Rn1 N

k=0
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Man kann Binomialkoeffizienten im Pascal schen Dreieck anordnen:

alg.:
0
1 0
1 1 1 1
0 1
1 2 1 5 5
1 3 3 1 o 1 2
3 3 3 3
1 4 6 4 1 0 1 2 3

Jede Zahl ist die Summe der beiden dartber liegenden. Es gilt némlich

+1
e o2 h (O£k£n-1) (nachrechnent)
k k+1 k+1

Man kann offenbar auch schreiben

n_ n
k  K(n- K)!

n
Klar ist die Symmetrie K = ,k=0,..,n
n

Anwendung:
Eine n-elementige Menge hat 2" Teilmengen.

1.4.4 Anwendungsbeispiele

a) Wie viele Moglichkeiten gibt es, 4 rote, 3 schwarze und 5 gelbe Spielsteine in eine Reihe
zu legen?

12
Losung: Man hat 4 + 3 + 5 = 12 Plétze zu belegen. 4 Moglichkeiten fir die roten, dann

8
3

12 8 5 " : .
x x _ =27720 Mdoglichkeiten. Ein anderer Ansatz: :
4 3 5 34h8!

5
fur die schwarzen; es bleiben Moglichkeiten fur die gelben, aso

Veralgemeinerung?
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b.) Man hat 1 DM, 2 DM und 5 DM Miinzen. Wie viele M&glichkeiten gibt es, vier Miinzen
in einen Automaten einzuwerfen?
Losung: Minzen Nr. 1, 2, 3 (Geldwert irrelevant).

Tupd T=awpagaumit LEanEpEgEauE3

T« R=a/(a,+1)(a,+2)(a, +3)

Vierer- Teilmenge {1, 2, ..., 6}

6°6

6 6
also gibt es 4 = 5 :7:15verschiedeneTupeIT

Veralgemeinerung: k Objekte von n Arten kombinieren (im Beispiel k = 4, n = 3). Es gibt

k+n-1
Moglichkeiten.

Urnenmodell: je k Kugeln mit Nr. 1, 2, ..., n. Eswerden auf einen Griff k Stlick gezogen.

c.) Beim Zahlenlotto ,,6 aus 49" gibt es folgende Rénge: (vgl. Lotto-Problem, Nr. 3, S.3)

Rang: 6 Richtige
Rang: 5 Richtige mit Zusatzzahl
Rang: 5 Richtige
Rang: 4 Richtige
Rang: 3 Richtige

agrwbdE

Wie sind die Chancen fur die 5 Rénge? Wie ist die Chance, keine einzige Zahl der 6 Richti-
gen angekreuzt zu haben?
Bemerkung: Genauer misste man fur den 3. Rang sagen ,,5 Richtige und Zusatzzahl falsch”.

49
Losung: Fur die Gewinnzahlen {z, ..., zs} gibt es 5 = 13.983.816 Ziel-M6glichkeiten.

1 1
49  13.983.816
6

Die Chance fiir den ersten Rang ist also » 0,7%07

Die Anzahl der Mdglichkeiten fur genau k Richtige (k = 0, ... , 6): Dann mussen k Zahlen in
der Gewinnmenge{z, ..., zs} und 6 —k Zahlen in der Restmenge{z, ... , zs9} liegen.

6 43
Dafir gibt es X Moglichkeiten.
k 6-Kk

6 43
6 Richtige (1. Rang): 5 X 0 =1 Mdglichkeit.
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I 6 43 .
5 Richtige: 5 X 1 = 6x43 = 258 Mdoglichkeiten.

- 2. Rang: Zusétzlich Zusatzzahl z; richtig, also
5Zahlenin{z,...,zs},

6
Zahl =z;, dlso 5 =6 Maoglichkeiten.

6 _

49  2.330.636
6

. 3.Rang: es bleiben 258 - 6 = 252 Mglichkeiten,

252 6,00018.

Damit Chance fur 2. Rang » 0,43X0°

damit Chance fur 3. Rang

6 43

(o]

43 o : 4
- 4. Rang: ) =13.545 Mdoglichkeiten, Chance » 0,0067 .

N

6 43 . : 3
- 5. Rang: 3 3 = 246.820 Mdglichkeiten, Chance —25 »0,177.

6
Keine richtige Zahl: k = 0O, 0 X 6 =6096454 Maoglichkeiten, also eine Chance

6 43

X

0O 6
von——— » 0,436.
49

6

d.) Fulall-Toto: bel der 1ler Wette ist fir 11 Begegnungen vorherzusagen, ob die Heim-
mannschaft gewinnt (1), verliert (2) oder unentschieden spielt (0). Wie viele Tipps mit x Feh-
lern

(O£ x £11) gibt es?

L6sung:
Ein Tipp ist ein 11-er Tupel Uber der Menge {0, 1, 2}, aso insgesamt 3™ = 177.147 mégliche

11

Tipps. Es seien x Ergebnisse falsch, 11-x richtig vorhergesagt. Es gibt Moglichkeiten, x
X

der 11 Ergebnisse falsch vorherzusagen. Bei jedem falschen Ergebnis gibt es noch 2

11
Moglichkeiten fur "falsch”, also x2* falsche Tipps mit x falschen Vorhersagen.
X
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X 0] 1 2 3 4 11

11 2" 22 | 220 | 1.320 | 5.280 | 2.048

[ —

X

Beachte: Der Ansatz einer gleichen Chance bei alen Tipps ist nur bei einem absoluten Fufl3-
ball-Laien sinnvoll (Modellansatz!).

e.) Rubbellose (in Baden-Wirttemberg):

Die bis Mai 1986 gultigen Teilnahmebedingungen der seit dem 19.02.86 laufenden staatlichen
Losbrieflotterie Baden-Wirttemberg besagen, dass die Lotterie in Serien von jeweils 2 Milli-
onen Losen zu je 1 DM aufgelegt wird. Weiter heildt es, dass die Gewinne einer Serie nach
folgendem Gewinnplan ausgeschuttet werden:

Anzahl der Gewinne| Einzelgewinn| Gewinnsumme insgesamt
2 25 000 DM 50 000 DM

2 10 000 DM 20 000 DM

10 1 000 DM 10 000 DM

400 100 DM 40 000 DM

8000 10 DM 80 000 DM

40 000 5DM 200 000 DM

80 000 2DM 160 000 DM

240 000 Freilos 240 000 DM

Das einschlagige Gesetz verlangt eine Auszahlquote von 40%. Entspricht dem der Spielplan?
LOsung: Das Finanzministerium berechnet gemald dem Gesetz eine Gewinnsumme von 40%:

Einnahme: 2 000 000 DM
Gewinnsumme 800 000 DM (Summe der rechten Spalte)

also 40 %, wie das Gesetz es verlangt.

In Wirklichkeit werden die Freilose nicht bezahlt sondern sofort gegen ein anderes Los ge-
tauscht,
d. h. die Einnahmen sind nur 1 760 000 DM, die Auszahlungen nur 560 000 DM, also
31,82%.

Nach einem interessanten Briefwechsel, in den auch ein Leistungskurs Stochastik eines Hei-
delberger Gymnasiums eingeschaltet war, musste das Finanzministerium Baden-Wrttemberg
den Gewinnplan abandern. Nach dem neuen Gewinnplan ist der Gewinner eines Freiloses
nicht mehr gezwungen, dieses gegen ein Freilos einzutauschen. Statt dessen kann sich der
Spieler auch 1 DM auszahlen lassen. Der wohl weitaus grofdte Teil der Spieler wird jedoch
weiterhin einen Freilosgewinn gegen ein neues Los e ntauschen, also auf die Auszahlung von
1 DM verzichten. Fir solche Spieler bleibt letztlich alles beim Alten, nach wie vor haben sie
eine Auszahlungserwartung von 31,82% des eingesetzten Betrages.

Spielerfreundlicher wére die Regelung, an Stelle der 240 000 Freilosgewinne etwa 240 weite-
re Gewinne zu je 1 000 DM und 239 760 zusétzliche Nieten einzuftihren. Die allermeisten
Gewinner von 1 000 DM durften namlich ihren Gewinn nicht in weiteren Losen investieren.
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Der Leser mdge nun selbst dartiber befinden, ob der neue Gewinnplan die Spieler manipuliert:

Spielbedingungen ab 09.11.88

§ 5 Gewinnausschittung, Gewinnauszahlung

(1)

(@)
3)

(4)

Das Spielkapital einer Serie betragt zwei Millionen DM. Davon werden 42,5 v. H. nach folgendem
Gewinnplan ausgeschuttet:

Anzahl der Gewinne Einzelgewinn| Gesamt-Gewinnsumme
1 50 000 DM 50 000 DM

1 10 000 DM 10 000 DM

1 5000 DM 5000 DM

10 1 000 DM 10 000 DM

50 500 DM 25 000 DM

300 100 DM 30 000 DM
4000 20 DM 80 000 DM

8 000 10 DM 80 000 DM

2 000 5 DM 160 000 DM
80 000 2 DM 160 000 DM
240 000 1DM 240 000 DM
364 363 850 000 DM

Gewinne bis einschliellich 100 DM werden in der Annahmestelle, in der das Gewinnlos erworben
wurde, gegen Riickgabe des Loses ausgezahlt.

Gewinne ab 500 DM werden von der Staatlichen Sport-Toto GmbH, Postfach 10 43 52, 7000
Stuttgart 10, nach Rickgabe des Gewinnloses ber die Annahmestelle, in der das Gewinnlos er-
worben wurde, oder nach Einsendung des Gewinnloses an die Gesellschaft zugestellt. Die An-
nahmestelle bestétigt den Erhalt des Gewinnloses, ohne damit zugleich den Gewinnanspruch an-
zuerkennen.

Die Zustellung bzw. Auszahlung der Gewinne durch die Gesellschaft bzw. ihre Annahmestellen
erfolgt mit befreiender Wirkung an den Besitzer des Gewinnloses.



29

1.5 Der Wahr scheinlichkeitsbegriff

1.5.1 Zufallsexperimente

Unterscheide
Experimente der Physik (unter gleichen Bedingungen beliebig wiederholbar, (starker)
Determinismus)
Zufalsexperimente (kein kausaler Zusammenhang, Ausgang unvorhersehbar, nur von
Zufal abhangig). Beschreibung durch Festlegung der zu beobachtenden Merkmals-
auspragungen ((zunéchst) endlich viele Ergebnisse, Ausgange oder Ausfélle). Diese wer-
den in der Menge W aller mdglichen Ergebnisse, dem Ergebnisraum zusammengefasst.

Wichtig: Die Wahl von W bei einem Zufallsexperiment hangt auch vom Interesse des ,, Expe-
rimentators‘ ab. Durch Festlegung von W werden stochastische Real situationen mathematisch
modelliert.

Beispiele fur Zufall sexperimente:

a.) Riemer-U-Wirfel werfen

w, ={s,s,.u,,U,,B,D}

w, ={S,U, B, D}

b.) Riemer-Quader werfen

W, ={1,2,3.4,5,6}

w, ={{16,2,[5.3. 14

W, ={gerade, ungerade} 1

W, ={Primzahl, keine Primzahl}

c.) Warfeln mit Farbwirfel

W ={gelb, violett, griin, schwarz, blau, rot}
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d.) 2 Minzen werfen

W, ={WW, 2Z, Wz}

W, ={W1Wa, Z;W;, W1Z5, 7,75}

W, ={0,1,2}  (Anzahl von ,Wappen")

W, ={Ja, Nein} (Ausgang gleich?)
Die Mengenschreibweise fur den Ergebnisraum ist sehr praktisch. Betrachtet man zum Bei-
spiel beim Wirfeln mit einem normalen Wrfel das Ereignis , eine Primzahl fallt*, so kann
man dies as Teilmenge E; = {2, 3, 5} des Ergebnisraums W= {1, 2, 3, 4, 5, 6} beschreiben.
Ein Ergebnis, zum Beispiel ,es fdlt die 6, wird durch eine einelementige Menge, das Ele-
mentarereignis E, = {6} beschrieben.

Wir identifizieren in der mathematischen Modellierung also Ereignisse mit den sie beschrei-
benden Ergebnismengen, so dass ,, Ereignis’ ein Begriff im mathematischen Modell wird.

Definition der Ublichen Begriffe:

a.) Ergebnisraum eines Zufallsexperiments. Menge W aler moglichen Ergebnisse des Zu-
fall sexperiments.
b.) Ereignis: Teilmenge E 1 W, Ereignisraum: (W) Potenzmenge von W, Elementarereignis:

Einelementige Teilmenge {n} i W
c.) SicheresEreignis W. Unmdgliches Ereignis A
d.) Unvereinbare Ereignisse: E;,E, | Wmit E, C E, = A&.
e.) Gegenereigniseines Ereignisses. E 1 W: Komplement E =W\ E.
f.) Und-Ereigniszweier Ereignisse: E,,E, | W: E, C E,. Oder-Ereignis: E, E E,.

Wichtige Sprechweise: Man sagt, dass bei einem Zufallsexperiment ,,das Ereignis E eingetre-
ten* ist, wenn das aufgetretene Ergebnis w zu E gehort: wi E.

Beispiel: Wiirfel mit W={1,2,3,4,5,6}

E, ={2,4,6}“ Augenzahl gerade"; E, ={3,6} “3 teilt Augenzahl®.
Und-Ereignisg, CE, = {6} “ Augenzahl gerade und durch 3 teilbar”.
Oder-EreignisE, E E, = {2,3,4,6} “ Augenzahl gerade oder durch 3 teilbar”.
GegenereignisE, ={1,35} , Augenzahl ungerade"
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1.5.2 Haufigkeiten und Wahr scheinlichkeiten

Beispiel: Ein Riemer-U-Wrfel wurde 2000 Mal mit folgenden Ergebnissen geworfen:

Obenliegende Seite |D S1 S2 Ul U2 B
Absolute Haufigkeit | 526 177 195 68 92 942
Relative Haufigkeit |26.3% 8.85% 9.75% 3.4% 4.6% 47.1%

Stelle die Haufigkeiten graphisch dar (Kreisdiagramm, Saulendiagramm,...).

Allgemein: Ein Zufallsexperiment wird n-mal durchgefihrt, dabel tritt das Ereignis E k-mal

auf.

H, (E)=k absolute Haufigkeit von E,

h,(E)= K reaive Haufigkeit von E.
n

Eigenschaften von relativen Haufigkeiten (klar!):

(1) O0f£h(E)Elfirale Ei W.
@  hMW=1; h(&)=0.
@  h(E)=1- h,(E) furale ET W.
@ h(gEE,)=h(E)+h,(E,) fir E CE, = /&, speziell:
n(E)= " h,{wd) fur E={w...w,}; insbesondere: 1y, ({u}) =1.

Empirisches Gesetz der grof3en Zahlen:

Mit wachsender Versuchszahl stabilisiert sich die relative Haufigkeit eines gegebenen Ereig-
nisses im Allgemeinen bel einer bestimmten Zahl p, die relativen Haufigkeiten unterscheiden
sich immer weniger von dieser Zahl.

Beispiel: Minze werfen, E = ,,Kopf oben*

Diese Zahl p kann man sinn-
vollerweise als die Wahr-
scheinlichkeit p = P(E) von
E ansehen. Relative Haufig-
keiten bieten demnach gute
Naherungs- oder Schéatzwer-
te fir Wahrscheinlichkeiten.
Man bezeichnet Wahrschein-
lichkeiten, die man derart a
posteriori aus relativen Hau-
figkeiten erhdlt, auch als
empirische (oder statistische)
Wahrscheinlichkeiten.
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Mit Hilfe von Wahrscheinlichkeiten kann man dann auch verniinftige Prognosen abgeben:
Wenn ich ein Zufallsexperiment n mal durchfiihre, so erwarte ich, dass ein bestimmtes Ereig-

nis E mit Wahrscheinlichkeit p = P (E) dabei ungeféhr n>p- mal entritt (E » p, somit
n

k » n>p). Diesgilt nattrlich nur fur ,, grof3e* n.

Beispiel: Beim Riemer-U-Wirfel kann man aufgrund der Daten in der Tabelle und unter Be-
achtung der Teilsymmetrien zum Beispiel ansetzen

P(D) =26,3%, P(S)=P($)=93%, P(Ui)=P(U) =4,0%, P(B)=471%.

Beachte: Diese Zahlen sind subjektive Schéatzungen der ,,innewohnenden”, unbekannten
Wahrscheinlichkeiten! Der Wahrscheinlichkeitsbegriff ist noch nicht formal definiert worden.

Die Idee von Richard von Mises, die Wahrscheinlichkeit al's Grenzwert der relativen Haufig-

keiten zu definieren, wirft unlsbare mathematische Probleme auf, insbesondere:

- Nur endliche Anzahl von Versuchen méglich.

- Stabilisierung der relativen Haufigkeiten nur ,,i. a“, da beliebig viele Ausreif3er moglich,
d. h. keine Konvergenz im analytischen Sinne (vgl. Folie).

1.5.3 Gleichwahr scheinlichkeit

1.5.3.1 Laplace-Experimente

Bel manchen Zufall sexperimenten kann man aus Symmetrie- (oder Indifferenz-)Grinden alle
Ergebnisse apriori as, gleichberechtigt” ansehen.

Beispiele: Werfen eines (,,guten”) Wrfels, Lotto, Ziehen aus einer Urne,...

Experimente, denen diese ,Laplace-Annahme* zugesprochen wird, heiRen Laplace-
Experimente; der zugehorige Ergebnisraum wird dann auch Laplace-Raum genannt.

Die Laplace-Annahme &3 sich nicht beweisen, sondern nur aufgrund von Versuchen mehr
oder weniger zuverldssig bestétigen (Stabilisieren sich die relativen Haufigkeiten sdmtlicher
Elementarereignisse bel derselben Zahl?). Es handelt sich also um eine Modell-Annahme.

Definition:

Sei Wein endlicher Laplace-Raum, und sei E 1 W ein Ereignis.
E

DieZahl P(E) = u heil die Laplace-Wahrscheinlichkeit von E.

W

Man nennt die Elemente von E auch die , fir E gunstigen® (Anzahl g = |E|) und die Elemente
von Wdie, fiir E méglichen” Ergebnisse (Anzahl m=|W ). Daher sagt man kurz
P(E) _ g _ Anzahl der guinstigen

m  Anzahl der mdglichen
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1.5.3.2 Beispiele fir Laplace-Experimente

a.) Wrfel:
w={1,...,6}, E={2,4,6} ,Augenzahl gerade’
E _3
p= P(E):H:E =05.

b.) 3-Turen-Problem (Problem 6, S. 3):
P(, Nicht-Wechsdl“) = % denn der Kandidat wahlt gleichberechtigt zwischen 3

gleichberechtigten Méglichkeiten, eine davon ist gunstig. Der Quizmaster ist irrele-
vant.

P(, Wechsel“) = % , denn der Kandidat gewinnt genau dann, wenn er urspringlich eine

Niete gewdhlt hat, d. h. in zwel von drel Fadlen. Stochastisch gleichwertiges Experi-
ment: Der Kandidat wahlt fir sich zwei Tlren und nennt dem Quizmaster die dritte!

P(, Minze werfen, ob wechseln®) = % , denn der Kandidat wahlt jetzt gleichberechtigt

zwischen zwei Turen, die urspringliche Wahl ist irrelevant.

c.) Lotto-Problem (Problem 3, Seite 3, vgl. auch Beispidl ¢ (1.4.4, Seite 25 und 26). Die dort
berechneten , Chancen* entsprechen genau dem Modell der Laplace-Wahrscheinlich-
keiten.

d.) Werfenvon 2 Minzen, W= {WW, WZ, ZZ}

1. Idee: Laplace-Annahme
P((VWW}) = PWZ}) = P{ZZ}) = %

Versuche zeigen: Die relativen Haufigkeiten stabilisieren sich nicht bel diesen Zahlen,
die Laplace-Annahme ist nicht verninftig. Die Menge W l&sst sich jedoch zu einem
Laplace-Raum verfeinern, indem WZ in WiZ, und W,Z; aufgeteilt wird. Der neue
Raum ist, wie Versuche zeigen, sinnvoll als Laplace-Raum zu sehen.

. 1
W = {W]_Wz, WiZ5, WoZ4, Z]_Zz} mit P({ W]_Wz}) =...= Z .

Dies bestétigt auch ein Baum bzw. eine Tabelle aller Moglichkeiten:

w W1W;

> W12,

W Wz

Minze 1 Munze 2

VAVA
Damit verniinftiger Ansatz

PWW}) = P({ZZ}) = % PEWZ})

N



34

e.) Beim Werfen von 2 Wirfeln sind nach folgendem Argument die Summe 11 und 12

f)

gleich wahrscheinlich:
w={ab/a,bl {1,...,6},a£ b},
Augensumme 11: E; = {56},
Augensumme 12: E, = { 66} .

Dies entspricht aber nicht der Spielwirklichkeit, wo 11 viel haufiger vorkommt. Folglich
ist Wkein Laplace-Raum. Verbesserung durch unterscheidbare Wiirfel und Falle:

AlsoW = {ab/a,bl {1,...,6}}, 1aMs= 36
Augensumme 11: E;” = {56, 65},
Augensumme 12: E," = {66},

N_ 2 . 1
also P(Ey) =£ » 0,056, P(Ey) = % » 0,028

1. De-Méré-Problem (Analog zu €)
Nach folgender Uberlegung von de Méré sind beim Werfen dreier Wiirfel die Augen-
summen 11 und 12 gleich wahrscheinlich:

w={abc/a,b,cl {L....6},a£b £ c}
Abzahlen von W.

=20 Moglichkeiten aus 3 verschiedenen Ziffern,

6
2x ) =30 Mdglichkeiten aus 2 verschiedenen Ziffern,

6 Moglichkeiten aus 1 Ziffer, also W = 56.

Augensumme 11: E; = {146, 155, 236, 245, 335, 344},
Augensumme 12: E, = {156, 246, 255, 336, 345, 444},

aso P(Ey) = P(Ey) = 5—% » 0,107 .

In der Realitét ist aber E; etwas haufiger as E,! Das heifdt, dass W kein Laplace-Raum ist.

Werden die 3 Wirfel als unterscheidbar angenommen, so erhélt man den Laplace-Raum:

W = {abc/a,b,cl {1,..., 6]} mit |\W|=6=216.

Jetzt erhdlt man Augensumme 11: E;" = {146, 164, 461, 416, 614, 641, 155, ...}
Augensumme 12: E,” = {156, 165, 516, 561, 615, 651, ...}

Mit |E1,| = 27, |E2’| = 25,

27 25
asoP(E;)= — » 0,125, P(E,") =
(E1) 216» (E2) 6

» 0116.

g.) 2. De Méré-Problem (Problem 4, Seite 3)

4 ma Werfen mit einem Wirfd:
Wi ={1,....6}% |Wi| = 6* = 1296
E; , Bis zum 4. Wurf mindestens e ne 6*

B ={1...8" [Ey =5° = 625,
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P(Ey) = 1- 625 = 6711 » 0,518.
1296 1296

24 mal mit Doppelwirfel werfen:

we= [, 62wy = (67 ) = 36*

E,: ,,bis zum 24. Wurf mindestens eine Doppel sechs’
E, ={{1, ..., 6}2{6,6}}%* = 35%

24

35
P(E) = 1- 367

» 0,491

Der einfache Proportionalschluss von de Méré ist also falsch!
h.) Tellungsproblem (Problem 5, Seite 3)

Aufteilung des Geldpreises z. B.

a) 1:1 aufgrund von Unwissenheit;

b) 4.3 entsprechend Spielstand;

c) 2:1 entsprechend fehlenden Siegen.

Bei gleicher Spielstérke der beiden Spieler erscheint folgende M dglichkeit angemessen:

d) Spieler A fuhre 4:3 gegen Spieler B. Zweima Munzwerfen simuliere Fortsetzung des
Wettkampfs. ,W* bedeute ,Spieler A gewinnt®, ,Z“ bedeute , Spieler B gewinnt”.
Klar: Genau dann wird Spieler B Gesamtsieger, wenn ,, ZZ* fallt. Also

P(, Spieler B Gesamtsieger”) = %und P (,Spieler A Gesamtsieger”) = %
Daher Aufteilung 3:1, d.h. 75 000.- DM fir Spieler A und 25 000.- DM fir Spieler B.

Zugehoriger Baum
b4 Agewimt

wd
-< \- B gewinnt
A gewinnt

1.5.3.3 Eigenschaften von Laplace-Wahrscheinlichkeiten

Aufgrund der Definition der Laplace-Wahrscheinlichkeiten sind diese Eigenschaften trivial.
Sie sind spéter Grundlage fur die Definition des allgemeinen Wahrscheinlichkeitsbegriffs.

(1) O£ P(E)£1furale EI W.
(2) P(W) =1, P(&)=0.
(3) P(E)=1- P(E) furale ET W.
@) P(E, EE,)="P(E)+P(E,) fir E, CE, = £&; speziell:
P(E)= ' P{w}) fur dle E ={w,,..,w,}; insbesondere: ~ P({n})=1.

i=1 W W
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1.5.3.4 Geometrische Wahrscheinlichkeiten

Sie sind eine Verallgemeinerung der Laplace-Wahrscheinlichkeit.
Beispiele:
a.) Drehen eines Glicksrades:

Man kann z. B. sinnvoll festlegen:

P(, Pfeil zeigt auf schwarz*)

_ Flacheninhalt schwarzer Sektor

Flacheninhalt Kreis
_ Winkel im schwarzen Sektor

360
_ Bogenlangezu schwarzem Sektor

Kreisumfang

b.) Bertrand-Problem (Problem 11, Seite 3)

Kreisradius sei r. Man Uberlegt el emen-

targeometrisch sofort: Seite des gleich- A
seitigen Dreiecks halbiert Radius, Sei- r
tenlangeist

a=+/3r (nach Pythagoras). r/2

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit sei p.
Wir werden 3 verschiedene Model lierungen machen:
1)
a) Wahle P auf Kreis beliebig. Klar: Alle Sehnen
kirzer als a, die von P ausgehen, enden auf

Kreisbogen, der % des Umfangs ausmacht

(entsprechende Argumentation fur Winkel). Al-

2

So. p=—

P 3
b) Anders: Alle Sehnen kiirzer a, die von P ausge-
hen, liegen in 2 Kreisabschnitten Uber den

Dreleckssaiten. Also:

P

Ao
2 1
A Kreissbschnitte 3@~ 53570 2 /3

Fl Kreis 2 N
S o p

p:
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2)
Wahle beliebigen Durchmesser. Klar: Alle Sehnen
kirzer als a und senkrecht zum Durchmesser lie-
genindessen 1. Und 4. Viertdl.
1
Also; p==.
P 2

Anders. Entsprechend tGber Flachen (wie eben!).

Also: ng_ ﬁ
3 2

3)
Klar: Alle Sehnen kirzer as a liegen im Kreisring

mit innerem Radius % (Inkreisl).

_ H Kreisring _
Fl Kreis Jo.q

Also

Nicht-Eindeutigkeit der Losung resultiert aus Nicht-Eindeutigkeit der Fragestellung: Was
heifdt ,, ganz zufdlig“?

1.5.4 Wetten und subjektive Wahrscheinlichkeiten

Teilungsproblem, Spielstand 4 : 3, Spiel soll fortgesetzt werden. Ich wette 10 DM auf den
Gesamtsieg von Spieler B. Was muss mein Freund auf den Sieg von Spieler A setzen, damit
die Wette fair ist? Vorausgesetzt sind gleiche Spielstarken der Spieler A und B).

Chancenverhdtnis: P (,,B gewinnt*) : P (,A gewinnt*) = =1:3.

N
Nlw

Also muss der Freund 3:10 DM = 30 DM setzen, damit sich Gewinn und Verlust langfristig
ausgleichen (im Mittel verliere ich bel 4 Spielen 3 mal 10 DM und gewinne einmal 30 DM).
Meine , Wettquote®, d.h. das Verhdltnis von Auszahlung (ohne Einsatz) und Einsatz im Ge-
winnfalle, betragt 3 : 1, aso das Reziproke des Chancenverhaltnisses.

Verallgemeinerung:

Sei P(E):% Ichwette af E. Esgilt P(E)=1- P(E)=1- %:g (b=c-a).

Somit betragt mein Chancenverhdtnis

P(E): P(E):%:%:a:b (wobei a+b=c).

Eine faire Wettquote ist dann offensichtlich b : a, d.h. pro eingesetzte DM erhalte ich im Ge-

winnfall b DM ausbezahlt (und zudem meinen Einsatz zuriick).
a
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Umgekehrt: Betragt die Wettquote b : a, so ist das Chancenverhdtnis P(E) P(E):a b und
dies liefert wegen P(E)=1- P(E) nach leichter Rechnung P(E )—— (und P(E

Sei EI W ein Ereignis. Folgende Aussagen sind gleichwertig:
(1) Die Wettquote beim Wetten auf E betrégt b : a.
(2) Das Chancenverhditnisist P(E): PE)=a:b.

a

(3) Esist P(E)—m.

Man kann Wahrscheinlichkeiten also auch Uber Chancenverhétnisse oder (noch besser) Uber
Wettquoten quantifizieren (das eine reziprok zum anderen). Das tut man insbesondere bel
Ereignissen, die nicht zu wiederholbaren Zufallsexperimenten gehdren, sondern einmalig
sind. Diese Wahrscheinlichkeiten driicken dann einen individuellen, subjektiven Vertrauens-
grad in das Eintreten solcher Ereignisse aus. Man nennt solche Wahrscheinlichkeiten subjek-
tive Wahrscheinlichkeiten.

Natirlich darf man Chancenverhdtnisse bzw. Wettquoten (und damit subjektive Wahrschein-
lichkeiten) nicht véllig beliebig festsetzen. Z.B. muR sinnvollerweise stets P(E)=1- P(E)

gelten; ist meine Wettquote fur E dann b : a, so mussich fur E eine Wettquote a : b nehmen.

Beispiele:
a) ,Ichwette 3: 2, dass Pete Sampras 1998 Wimbledon gewinnt.”
D.h. ich quantifiziere meine subjektive Wahrscheinlichkeit fur E: ,P. S. gewinnt® zu

p(E)=i=3=4o%

b.) Wettervorhersage: ,, Die Regenwahrscheinlichkeit fir morgen betrégt 30 %."
E:,esregnet”, P(E): P(E)=3:7.

1.5.5 Ein Axiomensystem fiir Wahr scheinlichkeiten

Der bisherige Wahrscheinlichkeitsbegriff ist bisher inhaltlich mit der Realitét verbunden: ,, ob-
jektivistisch* mit Haufigkeiten und Laplaceannahmen und ,, subjektivistisch* as individuelle
Prognose. Um eine heutigen mathematischen Anspriichen geniigende Definition der Wahr-
scheinlichkeit zu erhalten, muss diese ontologische Bindung aufgegeben werden. Dies ge-
schieht durch den Ansatz von Kolmogorov (vgl. Axiomensystem von Hilbert fur die Geomet-
rie).
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Definition: Axiomensystem von Kolmogorov

Gegeben sai eine (hochstens abzéhlbare) Menge W (der Ergebnisraum eines Zufallsexperi-
ments). Eine Funktion P: P(W) ® IR die jeder TeilmengeE i W (d.h. jedem Ereignis) eine
reelle Zahl P(E) zuordnet, heil3t ein Wahrscheinlichkeitsmald (Wahrscheinlichkeitsverteilung)
auf W, wenn gilt:

(1) 0£ P(E)£1 furaleETl W.

2 P(W)=1.

) P(E,EE,)=P(E,)+P(E,) fals E,CE, = &

Die Zahl P(E) heif’t dann die Wahrscheinlichkeit von E1 W.

Bemerkungen:

a) Anaog zu den Hilbertschen Geometrie-Axiomen sind Kolmogorovs Axiome nicht willkur-
lich sondern aus den Haufigkeits-Eigenschaften abgel eitet.

b) Wist bei unsim Allgemeinen endlich. Bei Uberabzahlbarem W (z. B. W= IR wird die De-
finition komplizierter.

c) Ein Wahrscheinlichkeitsmald P ist durch seine Werte flr die Elementarereignisse eindeutig
festgelegt. Wird jedem w T W eine zZahl P{w}) T [0;1] zugeordnet, wobei
gilt  P{n})=1, und wird festgesetzt P(E):= P({u}), so ist P ein Wahrscheinlich-

m W m E
keitsmal3 auf W, und umgekehrt.

d) Einige Folgerungen aus den Axiomen:

Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmald auf W. Dann gilt

4) P(&) =0.

) PE)=1- P(E) furale ET W.

6) P(E, E E,)=P(E,)+P(E,)- P(E,CE,) furale E,,E, i W.

Beweis:
Ad (4): P(E)= (EE/E) P(E)+ P(4&), dso P(&)=0.

Ad (5): 1= P(W) = P(EE E): P(E)+P(E), da ECE= .

()
Ad (6):
E:
E>

P(El E Ez) = P(El E (Ez \E ))(? P(E1)+ P(Ez \ El) *)
P(E.)=P(E,\E)E (B, GE,)zP(E, \E)+P(E, G E,) a0

P(E,\E,)=P(E,)- P(E,CE ), Einsetzen in (*) liefert (6).

N

allgeme ECE,! A&
Die Eigenschaft (6) heit 2 9O Additionssatz for = ° o2 5
spezieller E,.CE,=£&
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a) Die folgende Folie gibt einen Uberblick tber die Moglichkeiten, eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung P festzulegen.
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1.6 Rechnen mit Wahr scheinlichkeiten

1.6.1 Bedingte Wahr scheinlichkeit, Unabhangigkeit

Zwei- Beispiele sollen die Problematik klarmachen:

Neulich erfuhren wir durch die Wettervorhersage, dass es am Samstag mit flnfzigpro-
zentiger Wahrscheinlichkeit und am Sonntag ebenfalls mit funfzigprozentiger Wahr-
scheinlichkeit regnen werde. Mein Freund, ein promovierter Jurist meinte daraufhin,
dass es dann ja mit hundertprozentiger Wahrscheinlichkeit regnen werde.

Es bereitete mir viel Mihe, dem recht eingebildeten, aber unlogischen Juristen sein mathemati-
sches Missverstandnis klar zu machen und ihn mit Hilfe einer Mlnze zu Uberzeugen, dass es
am Wochenende nur mit der Wahrscheinlichkeit (1 — 1/2X/2) = 0,75 regnen werde. Nachts
wachte ich mit einem schlechten Gewissen auf und Uberlegte, wer der Dummkopf gewesen sai.
Ist wirklich der doppelte Munzwurf das adaguate Modell, d.h. sind die Ereignisse "Sa mit Re-
gen”, "So mit Regen" unabhangig? Kommt nicht vielleicht ein Tiefdruckgebiet, das uns wenn
nicht Samstags, so doch Sonntags mit Regen Uberschitten wird? Obwohl am Freitag fir jeden
der beiden Tage die Wahrscheinlichkeit je nur 50% ist, kann sie am Samstag, an dem es nicht
regnet, fir den Sonntag 100% sein. Es ist nicht so ohne weiteres klar, ob beide Ereignisse un-
abhangig oder abhangig sind. (Beispiel nach John A. Paulos. Zahlenblind - Mathematisches
Anal phabetentum und seine Konsequenzen. Heyne 1990 S. 44 f)

Der Arzt nach der Untersuchung zu seinem Patienten: "Also, die Lage ist ziemlich
ernst. Sie sind sehr krank. Statistisch gesehen Uberleben 9 von 10 Menschen diese
Krankheit nicht." Der Patient erbleicht. "Sie haben aber Gluck", beruhigt ihn der Arzt.
"Ich hatte schon neun Patienten mit den gleichen Symptomen, und die sind ale tot".
(Beispiel nach George Polya).

Hier wird vorgegaukelt, die Ereignisse seinen voneinander abhangig. Tausende von Lottospie-
lern, die auf lange nicht gezogene Zahlen setzen, unterliegen demselben Irrtum, genauso wie
die vielen Roulettespieler, die nach 10maligem Rouge hoffnungsvoll auf Noir setzen.

Die umgangssprachlichen Begriffe ,,das eine bedingt das andere”, , das eine ist von an-
deren (un-)abhangig® muss zuerst prazisiert werden (was dann zu Verstéandnisproble-
men fihren kann).

Beide Definitionen, , bedingte Wahrscheinlichkeit” und ,, Unabhangigkeit”, lehnen sich
an die Verhdltnisse bei Laplace-Experimenten an, wo sich der Umgangssprachliche
Sinn am leichtesten prézisieren | asst.

Bedingte Wahrscheinlichkeit: Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit fur das Eintreffen von A,
wenn ich schon weil3, dass B eingetreten ist? Bezeichnung: P(A/B) oder Pg(A).

Der Begriff , bedingte Wahrscheinlichkeit” ist recht subtil:
- So, wie wir ihn gerade definiert haben, scheint er inhaltlich festzuliegen. Leider haben wir
zunéchst keine Moglichkeit, solche Wahrscheinlichkeiten zu berechnen. Zidl ist aso, aus
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der (vorher auch immer) gegebenen Wahrscheinlichkeitsverteilung P. (W) ® [0, 1] die
Wahrscheinlichkeiten P(A/B) firr alle A, BT (W) zu berechnen.

- Beschranken wir uns auf (endliche) Laplace-Experimente, so konnen wir die bedingten
Wahrscheinlichkeiten leicht berechnen, was man am einfachsten anhand eines Venndi-
agramms einsieht:

oarg) |ACE _[ACE! [B_p(ace)

B W W P(E)

W A B

- Jetzt erhebt man die deduzierte Formel fir Laplace-Experimente zur Definition bedingter
Wahrscheinlichkeiten bel beliebigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen;

P(AC B)

P(B)

Definition: Fur P(B) * 0 heif%t P(A/B) = bedingte Wahrscheinlichkeit (fir das Eintre-

ten von A unter Bedingung B).

Unsere Hoffnung ist, dass diese Definition das trifft, was man geftihlsmaldig meint!
Beispiele:

A: ,ist US-Staatsbirger”, 3) 50 % aller Frauen sind verheiratet
B: ,hat Muttersprache Englisch® 50 % aller Verheirateten sind Frauen
P(A/B), P(B/A)?

A, ist Vatert
B: , ist mannlich®
P(A/B), P(B/A)?

Man beachte, dass durch P(*/B) eine neue Wahrscheinlichkeitsverteilung auf W definiert wird
(was man auch leicht anhand der K olmogorov—Axiome nachrechnen kann).

Die Unabhangigkeit von Ereignissen lasst sich jetzt leicht fassen: Zwei Ereignisse (die sinn-
vollerweise * 0 und W sein sollen) sind unabhangig voneinander, wenn die Wahrscheinlichkeit
des Eintretens des ersten unabhéangig davon ist, ob das zweite eingetreten ist oder nicht, d.h.
P(A) = P(A/B) = P(ACB) / P(B) und analog fur B. Aquivalent dazu ist die tibliche

Definition: A, B heil3en stochastisch unabhéngig, falls £ Z A, B Z Wund P(A) XP(B) = P(AC B)
gilt.

Leicht folgt:
- mitA; Bsindauch A, B; A, Bund A, B unabhangig.
- sind A, B unvereinbar, so sind sie abhangig!
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Veranschaulichung an Venn-Diagrammen (bei Laplace-Experimenten)

OO

A B

A, B unvereinbar, also A, B abhangig

B zieht A nach sich, also A, B abhéngig

1.6.2 Ergdnzungen und Beispiele

Mit Vierfeldertafeln lassen sich Fragen der bedingten Wahrscheinlichkeit P(A/B) besonders
Ubersichtlich darstellen: Die folgende Tabelle gibt die Schilerdaten des Lessing-Gymnasiums

an:

Lessing-G. A Méadchen A Jungen Summe
B Oberstufe 33 43 76
B Unterstufe 112 103 215
Summe 145 146 291

Ubertragen auf Wahrscheinlichkeiten stehen in der Vierfeldertafel:

A A A A

B [P(acB)|r(acs) |P(B) B 0113  [0148  [0,261

B |placB)|r(acB) |P(g) B |0385 |0354 0,739
P(A) P(A) 0498  [0,502

Die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit ergibt nun z. B. sofort P(A/B) = P(ACB)/P(B)

=0,113/0,261 = 0,433.
Auch die Unabhangigkeit l&sst sich in der Vierfeldertafel Uberprifen: Falls A und B unabhan-

gig sind, gilt P(ACB) = P(A) xP(B) usw., d.h. die Vierfeldertafel zeigt eine Multiplikationstafel
der Wahrscheinlichkeiten P(A) usw.:



A A

B [P xP®B) | p(a)(B) |P(B)

P(a)e(B) | Pla)ele) | Ple)
P(A) P(A)

w|

Ist bekannt (oder kann vorausgesetzt werden), dass A, B unabhéangig sind, so kénnen neue
Wahrscheinlichkeiten berechnet werden (Definition als Rechenregel!).

Warnung: Fur die Unabhangigkeit von mehr als 2 Ereignissen reicht es nicht,

P(AC ... CAy) = P(Apx%... xP(A,) zu definieren, sondern die Formel muss fur alle
Schnitte gelten.

Versuch: A, B, C unabhéngig, wenn P(ACBCC) = P(A) xP(B) xP(C).
Beispiel: UrnenU; ={a, b, ¢}, U, ={1, 2, 3, 4},

W={al, a2, .. ,c4}, W=12

A={bl, b2, cl, c2}, |Al=4 P(A) = 13
B={al, a2, b, c1, c2, c3}, P(B) = 1/2
C={al, a2, a3, b, b2, b3}, P(C) = 1/2

ACB ={b1, cl, c2}, P(ACB) = 1/4
ACC ={b1, b2}, P(ACC) = 1/6
BCC ={al, a2, bl}, P(BCC) = 1/4
ACBCC ={b1}, P(ACBCC) = 1/12

Es gilt zwar P(ACBCC) = P(A) xP(B) xP(C), aber P(A) xP(B) = = 1 = = P(ACB).

ol
N

Definition: A, ..., Ay unabhangig: <=> fir alle mdglichen Schnitte gilt P(Ai1C ... CAis) =
P(Ai1) x... XP(Ais).

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Definition der Abhangigkeit nicht einmal bel
L aplace-Experimenten unbedingt anschaulich ist.

Werfe n-mal eine Miinze und betrachte die beiden folgenden Ereignisse:
A =, eskommt héchstens einmal Zahl*
B =, jede Seite kommt mindestens einmal vor*.

n

Losung: W={W, Z}", W = 2", P(E) = % fUr jedes Elementarereignis E.

A={WWW..W, ZW..W, WZW..W, ..., W..WZ}, |A|=n+1, P(A) = nz-:l
2n-2

B=W{WW..W, ZZ...7}, |B|=2"-2,P(B)=

2n
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Damit gilt:
~  n_n+12"-2 . n+l
P(ACB)=P(A)*(B) U = o U n=(n+1)x1- ot =N+l o
0 1=2"1g 271=n410 n=3

2n—1

Diesfuhrt zu dem merkwirdigen Ergebnis, dass A und B fir n = 3 unabhangig, sonst aber
immer abhangig sind.

Roulettespieler warten oft, bis n-mal Rot kam (n = individuelle Zahl) und setzen dann
auf Schwarz.

Fallschirme 6ffnen sich in 999 von 1000 Falen. Deshalb haben Fallschirmspringer 2
Fallschirme, deren Versagen selbstverstandlich als unabhangige Ereignisse angesehen
werden konnen.

1 1 1

1000 1000 1.000.000
Wirklich: Falschirm versagt, well eine Naht aus schlechtem Material besteht, das nach

Also: P(, beide versagen*) =

kurzem Lagern brtichig wird. Beide Fallschirme stammen aus derselben Charge. !?!

Anaog: Hardware- und Software-Redundanz
Die Luftfahrtindustrie verweist mit Hilfe der Multiplikations-Regel auf ihre Sicherheit

durch mehrfach ausgelegte Systeme. Parallel geschaltete Sensoren und Aktoren kénnen von
derselben Fehlerquelle zum selben Zeitpunkt gestort werden. In verschiedenen Systemen (von
verschiedenen Teams geschrieben) kann derselbe Programmierfehler stecken.

Flugreisende, die Angst vor versteckten Bomben haben, sollten stets eine Bombe mit
ins Flugzeug nehmen.

Geburtstagsproblem: (Problem 2, Seite 3)

Bel einer Talkshow (ca. 80 Teillnehmer) behauptet der befragte Gast, es seien sicher
zwei Personen mit gleichem Geburtstag anwesend. Der Showmaster glaubt das nicht
und fragt spontan: ,,Ich habe am 26.10. Geburtstag, wer noch?* Keiner meldet sich.

- Was denken Sie?
- Wie schitzen Sie die Wahrscheinlichkeit ein?

Das naive Gefuhl fur die Wahrscheinlichkeit, dass zwel Personen am gleichen Tag Geburtstag
haben, wird durch die folgende Graphik beschrieben.
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P(n)
1 , Gefuhl*

100 200 300 400

Beim Geburtstagsproblem sind die dhnlich klingenden Ereignisse zu unterscheiden:
a) P(,Zwel Personen haben am gleichen Tag Geburtstag”)
b) P(,Zwei Personen haben am 26.10. Geburtstag*)
c¢) P(, Eine weitere Person hat wie ich am 26.10. Geburtstag”)
(eigentlich musste es jeweils ,, mindestens zwel Personen...” heif3en.)

L6sung Uber Gegenereignis:

a) W = 365", Ea =“Keine 2 haben am gleichen Tag Geburtstag®
E. = 365x364x%..365- (n- 1))

P(E) _ 365>864x..(365- (n- 1))
RS
1- PE, ) zB. n=30: P(E,)» 71%; n=80: P(E,)»100%.

o
—
m

®
~
1

b) W = 365",
Eb = ,dle haben nicht am 26.10. Geburtstag“ oder ,, genau einer (der 1. oder
2. oder ... der n-te) hat am 26.10. Geburtstag”

|Eb |=364" +n>a64"!

364" +n>x364™*

Ep) =
P(Ev) 365"

p(E,) =1- p(Es), zB. n=30, P(E,) » 0,3%;n =80,
P(E,) » 2,1%

C) Jetzt geht es nur noch um n-1 Personen, die ale nicht am 26.10. Geburtstag ha-
ben, also
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El-sa, pE)- ¥
365

M= 365",

P(E,) =1- p(E:), zB. n=30: P(E.) » 7,5%; n = 80: P(E.) » 19,7%

Die wirkliche Wahrscheinlichkeit k fur die 3 Félle wird durch die folgende, mit MAPLE er-
stellte Graphik beschrieben:

1.6.3 M ehrstufige Zufallsexperimente und Pfadregeln

Beispiel 1:

In einer Urne liegen 20 Kugeln: 4 blaue, 3 rote, 7 weil3e, 6 grine. Ich ziehe nacheinander zwei
Kugeln ohne Zurticklegen. Wie grof3 sind die Laplace-Wahrscheinlichkeiten folgender Ereig-
nisse?

a) Dieerste Kugel ist blau, die zweite rot

b) Beide Kugeln sind gleichfarbig

c) Die zweite Kugdl ist blau oder rot

d) Dieerste Kugel ist nicht weild und die zweite Kugel ist griin

e) Diezweite Kugel ist grin, wobel wir bereits wissen, dass die erste Kugel nicht weil3ist.
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3/19 B
3/19 R
7119 w
B 6/19
G
4/19
2/19
4/20
R 7/19
6/19
3/20
4/19
7120 3/19
w 6/19
6/20
6/19
4/19
G 3/19
7119
5/19

Das Experiment wird besonders Ubersichtlich, wenn man es a's Nacheinanderausfihrung zwei-
er eigenstandiger Zufallsexperimente, d.h. as zweistufiges Zufallsexperiment betrachtet, wobel
jeweils eine Kugel gezogen wird. Dabei ist das 2. Experiment vom Ausgang des ersten abhan-
gig. Veranschaulicht werden solche Experimente durch Béume, an deren , Asten” die einzelnen
(Zweig-)Wahrscheinlichkeiten geschrieben werden. Jedes Ereignis und seine Wahrscheinlich-
keit kann durch das obenstehende Baumdiagramm beschrieben werden. Die einzelnen Wahr-
scheinlichkeiten sind durch die Anzahl der Kugeln bestimmte Laplace-Wahrscheinlichkeiten.
Ein Ergebnis, z. B.

1. Kugel blau, 2. Kugel rot, wird durch einen Pfad in Teilaufgabe a) beschrieben, seine Wahr-
scheinlichkeit durch das Produkt der Wahrscheinlichkeiten entlang des Pfades, im Beispiel

P(rot / blau) = Z%X% = 3}_820 Jedes Ereignis wird durch die zugehérigen Pfade beschrieben,

z.B. in Teilaufgabe b)

E, =, beide Kugeln gleichfarbig® ={(b/b), (r/r), (w/w), (g/g)} mit

4 3 3 .2 7 6 6 _5 12+6+42+30_ 9 _ 9
PEpy)= —*x—+—x—+ X— + X— =

2019 2019 20 19 20 19 380 380 38

Entsprechend |&sst sich jedes Ereignis ¢) — €) beschreiben:

Teilaufgabe c)

Be E; =, zweite Kugel blau oder rot* kann man alle zugehdrigen Pfade berticksichtigen:

P(Ec):ixi+i +ixi+£ +lxi+i + 6 xi+i :@:l

20019 19 20 19 19 20 19 19 20 19 19 380 20
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Man kann natirlich auch einfacher argumentieren, dass der 1. Zug irrelevant ist, also 7 von 20
gunstige Kugeln da sind.

Teilaufgabe d): Diezu E4 = ,,1. Kugel nicht wei3 und 2. Kugel grin“ gehdrigen Pfade ergeben

p(E,)=x8 1 3,8, 6,5 T2 18
20 19 2019 2019 380 95

Teilaufgabe €): Hier ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(Eg) = P(,,2. Kugel grin“/“1. Kugel
nicht weif3*)

_ P(2.Kugel grin"und"1.Kugel nicht wei3"
P("1.Kugel nicht weil3")

_ P(E,)
P("1.Kuge nicht weil3")

18

g: 2 0,
E 7 » 29%

20

Natdrlich kann man auch jewells speziell zugeschnittene Baume verwenden:

Das Ereignis Eq = , 1. Kugel nicht weil3, 2. Kugel grin® wird durch den folgenden vereinfach-
ten Baum beschrieben:

6/19 g
w
7120 13719 ¢
6/20 5199  _ __xi l 6_7_2_1_8
‘ e PE)= 2079720719 " 380 5
7/20 6199 o

WE g)
1319 g
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Beispiel 2: Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, genau beim n-ten Wrfelwurf eine ,,6* zu wer-
fen.

Ldsung: n-stufiges Zufallsexperiment, zugehoriger Baum:

1/6 1/6 1/6
5/6 5/6 5/6
n-1
1
P= § X—
6 6

Allgemein verstent man unter einem mehrstufigen Zufallsexperiment die Nacheinanderausftih-
rung mehrerer Zufallsexperimente. Man veranschaulicht ein n-stufiges Zufallsexperiment durch
einen n-stufigen Baum, wobei in jeder Stufe die Aste den interessierenden Einzel-Ergebnissen
entsprechen. Die Wahrscheinlichkeiten der Einzelergebnisse notiert man an den zugehérigen
Asten:

Wahrscheinlichkeit
P1 P2 Pn P1 P2 ... " Pn

Stufe 1 Stufe 2 Stufen

Fir mehrstufige Zufall sexperimente gelten die Pfadregeln:

Fur ein mehrstufiges Zufall sexperiment — veranschaulicht durch einen Baum — gilt:

(1) Die Wahrscheinlichkeit eines Ergebnisses erhdt man durch Multiplikation aller Einzel-
Wahrscheinlichkeiten 1angs des zugehorigen Pfades im Baum (Pfad-Multiplikationsregel).

(2) Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses erhdlt man durch Addition aller zugehdrigen Er-
gebnis-Wahrscheinlichkeiten (Pfad-Additionsregel).
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Diese Regeln ermdglichen im konkreten Fall eine rasche und einfache Berechnung von Wahr-
scheinlichkeiten, ohne einen Ergebnisraum und entsprechende Ereignisse explizit als Mengen
darstellen und ohne kombinatorische Berechnungen anstellen zu missen.

Esist klar, dass im Baum nach jeder Stufe die Summe aller Wahrscheinlichkeiten an den Ast-
Enden (erhalten durch Multiplizieren langs der Pfade) gleich 1 sein muss. Dies ermdglicht eine
Kontrolle der Rechnungen.

Die Pfadregeln folgen aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit (bzw. direkt bei
mehrstufigen Laplace-Experimenten):

Die Pfad-Multiplikationsregel fur n = 2 ist die Umformung der Definition der bedingten Wahr-
scheinlichkeit: P(AC B) = P(A)<P(B/ A)

Die Veralgemeinerung auf beliebigen n ist die Pfad-Multiplikationsregel:

P(A,CA,CA;C..CA )=P(A,/A,CA,C..CA_ )=..=
=P(A,)P(A,/A)P(A /A, CA,)%x.P(A,/A,CA,C..CA, )
Die Pfad-Additionsregel folgt auf den Kolmogorov-Axiomen.
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1.6.4 Beispiele zu den Pfadregeln

Beispiel 1: Der Dieb von Bagdad

Bevor der bertihmte Dieb endlich in den Kerker kommt, darf er blind in eine von drei
Kisten greifen. Sie enthalten 4 weil3e und 2 schwarze, je 3 weil3e und schwarze, und
die dritte Kiste 5 weil3e und eine schwarze Kugel. Der Dieb wird noch einmal laufen
gelassen, wenn er eine weil3e Kugel zieht.

a) Wiegrol3ist seine Chance?

b) Der Dieb fragt, ob er vor dem Ziehen die Kugeln umordnen darf. Bringt das et-

was?

Losung:
Beschreibe das Ziehen a's 2-stufiges Zufall sexperiment:

a)

b) Fals man beim Umordnen jeweils 6 Kugeln pro Kiste beibehdlt, so bleibt
. 2
P(,weil3*)=—!
( ) 3

Ldsen von dieser Beschrankung ergibt das Optimum:

1w | |1w | |10W P(”Weig“):}+i+£x@:1_
0 0 6S 3 3 316 8
Beispiel 2:

Urnel: 4 weil3e und 2 schwarze Kugeln, Urne Il: 1 weil3e und 5 schwarze Kugeln.
Zuerst wird die Urne gewdhlt, dann eine Kugel gezogen.

a) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, eine weil3e Kugel zu ziehen?

b) Wiehoch ist die Wahrscheinlichkelt, dass eine weil3e Kugel aus Urne | stammt?
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2 2 Losungsideen:
46 P(W):lxﬂ+£><£:
w 2 6

L S
26

Pfadregeln
e ( egeln)

172

12 5/6 s oder: schiitte ale Kugeln Zusammen!
I 5von 12 sind weil3!

1/6

b) Man weil3, dass die Kugel weild ist, d.h. es ist gesucht P(,Urne I/ Farbe weil3*) =
P>/ W):

14
Plcw)_ 276 _4
Pll /W)= = =— (Pfadregen
()P(\N) 1>é+1>&5( egeln)
26 26
#weilRein |
oder: P(I/W):ﬂ N Ir]
5 - #aleweillen

Achtung: Hier geht die sprachliche Deutung mit ein (vgl. ,, Der brave Mann denkt an sich,
selbst zuletzt!” versus,, Der brave Mann denkt an sich selbst zuletzt.”)

Wir haben den Satz gelesen ds ..., dass elne welil3e Kugel aus Urne | stammt® (d. h.
,Wei3* ist schon bekannt). Man kénnte auch lesen ..., dass eine weil3e Kugel aus Urne |
stammt (d. h. ,Urne|“ ist schon bekannt). Dann wére das Ergebnis

- #weilkeinl
PwW/1y=2 Wareln
6 #alleKugelninl
- y 1.4 4
Wohl kaum denkbar ist die Deutung ,,und® P(I CW) ZEXEZE'

Beispiel 3:
Eine Minze wird nacheinander geworfen und das Ergebnis notiert; Vor Beginn des Spieles
wahlen Spieler A und B eine der Kombinationen KK, KZ, ZK, ZZ. Gewonnen hat der,
dessen Kombination zuerst auftaucht. Sind alle Wahlen gleich gut?



L 6sung:
Nein, z.B. A wahlt KK, B wahlt ZK:
K :
KK A gewinnt
K
4
K2 ® B muss irgendwann gewinnen
K
K B gewinnt
z
z
zz ® B muss irgendwann gewinnen

Der Spielbaum ist zwar unendlich, aber esist klar:

P(,A gewinnt*) = % , P(,B gewinnt*) :g _

Bel einer anderen Regel kann das Ergebnis anders aussehen, z. B. ausgeglichen bei der Wahl
KK und KZ.

Beispiel 4:
Im Sack sind r rote und s schwarze Kugeln, 2 mal Ziehen ohne Zurticklegen:
a) Ich ziehe und zeige, dass ich rot gezogen habe.
b) Ich ziehe und zeige Kugel nicht.
Berechne P(,, 2. Kugel ist rot*)

Losung:

) P(,2. Kugd rot*) = —— 1

r+s-1'

b) P(,2. Kugel rot) = ——:
r+s

anschauliche Deutung: Daich nichts weil3, ist wieder alles moglich.
Formale Deutung: Essein=r+s
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Gunstig fur b): ((r/r),(sr)), also

(r-1)/(n-1)
r _rr-1 s_r
rin P 1 n 1
nn-1nn-1
s/(n-1) S
_r(r-1+s) _r
-1
r/(n-1) r n(n-1) n
s/n S
(s1)/(n-1) S

Beispiel 5:
Wie oft muss man einen Wirfel werfen, um mit 98% Sicherheit mindestens eine 6 zu wer-
fen?

LOsung:
Berechne P(A,) mit A, =, Keine 6 bel n Wirfen*
P(A,) = g ,dsop=1- P(A)=1- g 3 0,98, oder g £0,02.
- Taschenrechner: n= 2  P(A;) = 0,69...
n= 4 0,48...
n= 8 0,23...
n=16 0,05...
n=232 0,0029...
n=20 0,0026...
n=21 0,0021... Also mindestens 22 mal
n=22 0,0018...

- Logarithmieren

n

> £0,020 nsog g 310g(0,02)  n3 2146

(Umkehrung des Ungleichheitszeichens, dalog negativ ist)

Beispiel 6: (Problem 7 von Seite 3, Kugel problem)

w w w w w
1/50 149 1/48 147 /46

49/50 S 48/49 S 47/48 S 46/47 S 45/46 S...
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P(W beim 1. Griff) = —

P(W genau beim 2. Griff) = M1.1
50 49 50
P(W genau beim 3. Griff) = D811
50 49 48 50
49 48 47 2.1_1
X X X X=X =
P(W genau beim 49. Griff) = 50 49 48 3 2 50

P(W genau beim 50. Gr|1‘f)—4—9 48 47 ..><l><l:i
50 49 48 2 50

Fir Armin zdhlen der 1., 3., ..., 49. Griff, fUir Beate der 2., 4., 6., ..., 50. Griff, aso
P(Armin)= P(Beate) = 25x = =+
50 2

Waren es 49 Kugeln gewesen, so wéren die Einzelwahrscheinlichkeiten je 4—19 , fur Armin

wirdender 1., 3., ..., 49,, fUr Beate der 2., 4., ...,48. Zug zéhlen, aso

P(Armin) = ) > P(Beate) = &
49 49°

Beispiel 7: (Problem 9 von Seite 3, Wasserbeutel problem)

Losung:
Wir betrachten das Werfen als 100-stufiges Zufallsexperiment und achten auf einen be-
stimmten, beliebig herausgegriffenen Drittklssler DK; zugehdriger Baum:

nass nass

1/100 1/100

99/100 trocken 99/100 trocken

2. Viertklass | ...
ler wirft

1. Viertklass-
ler wirft

100

Klar p = P(, DK bleibt trocken*) = % » 0,366

Nun interpretieren wir die Fragestellung ein wenig um und stellen uns vor, dass das Zu-
fallsexperiment ,,DK wird beworfen® 100 ma wiederholt wird. Klar: Ich erwarte dabei,
dass das Ereignis ,, DK bleibt trocken ungefahr 100 - p mal, d.h. etwa 37 mal eintritt. Also
erwarte ich, dass 37 Drittklassler bei der Wurfaktion trocken bleiben. Damit ist Problem-
aufgabe 9 gel 6st!
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Verallgemeinerung auf n Dritt- und Viertkldssler: Der erwartete relative Anteil der trocken

n

gebliebenen Drittklassler ist 1- L . FUr wachsendes n wéchst diese Zahl nicht unbe-
n

schrankt, sondern strebt gegen 1 » 36,8%.
€

Beispiel 8:
a) Geschwisterproblem (Problem 8, Seite 3)
b) Anaog, nur erfahreich, dass das dtere Kind ein M&dchen ist.

Losung:
Gefragt sind bei
a) p1 = P(,Beide Kinder M&dchen“|,,(Mindestens) ein Kind ist Madchen*)
b) p. = P(,Jiingeres Kind Mé&dchen“| ,, Alteres Kind Madchen*).
Esseien
wW={JJ, M, MJ, MM} (Codierung , dteres/jingeres Kind")
A={MM}, B={IM, MJ, MM}, C={MJ, MM}

~ PU)=V4
1/2
J
12
12 ~ POM)=1/4
M
J
12 12 -~ PMJ) =1/ 4
M
U2
- P(MM) =1/4
M
Alteres Jingeres
Kind Kind

Gefragt sind aso p1 = P(A|B) und p, = P(A|C). Wegen ACB = A = ACC gilt

:—|ACB|:E :E
Bl 3 3
4
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1.6.5 Bedingte Wahr scheinlichkeiten und der Satz von Bayes

EinfUhrendes Beispid ,, Wahlumfrage®

In einer reprasentativen Stichprobe aus der Bevolkerung wurde eine Umfrage veranstaltet.
Dabei ergaben sich folgende Préferenzen fur die drel Parteien Q, R, S, aufgeschliisselt nach
der Zugehorigkeit zu drei sozialen Schichten U, V, W:

Q |rR s
U | 60% | 30% | 10%

V | 50% | 40% | 10%

W | 30% | 20% | 50%

Esgilt also zum Beispiel P(R/V) = 40%.
Typische Fragen sind:

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wéhlt eine zufallig angesprochene Person X die Partel Q
(bzw. R, bzw. S)?

b) Eine Person X wahlt die Partei Q (bzw. R, bzw. S). Mit welcher Wahrscheinlichkeit ge-
hort sie zur Schicht U (bzw. V, bzw. W)?

Gegeben sind also die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(Q/U), P(R/U), P(S/V), ..., P(SW),
gesucht sind die Wahrscheinlichkeiten P(Q), P(R), P(S) bel @) und die bedingten Wahrschein-
lichkeiten P(U/Q), P(V/Q), ..., P(WI/S) bel b) (dabei haben wir abktirzend Q fur , X wahit Par-
tel Q" und U fur , X gehort zur Schicht U* geschrieben).

Es sei bekannt, dass sich die Bevolkerung in die Schichten zu 5 : 4 : 2 auftellt.

Damit ist gegeben:

_3 _ 3 _1
P(Q/U) = = P(R/U) 0 P(S/V) 0 etc.
=0 _4 _ 2

Antwort zu @) Gesucht ist P(Q), ...
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Zugehoriger Baum:

Q 5 3 3
QL) 11 5 11
3/5
R
3/10
U
1/10 S
5/11
Q _ 41 2
- P(QCV)= —»x-=—
12 (QCV) TR
\Y
4/11 2/5 R
1/10
S
2/11
w 310 Q 2 3 3
- P(QCW) = —x—=—
(QEW) 11 10 55
1/5
R
12
S
| Schicht | Partei
Klar:
P(Q) = P(QCU) + P(QCV) + PQCW) = — + 2 + 3 =28 50,004

11 11 55 55

Andlog; P(R) = % » 318%, P(S) = % »17.3%

Antwort zu b): Gesucht P(U/Q), ...

Der zugehdrige Baum ist umgekehrt wie der bel a), die bedingten Wahrscheinlichkeiten der 2.
Stufe sind gesucht!
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- P(QCU) = 1—31 nach a)

Q ? W
28/55 U
?
7122 R
? \
?
W
19/110
S ? u
?
\
?
w
| Partei | Schicht |

Pfadmultiplikationstregel:

P(Q) xP(U/Q) = P(UCQ), also

3
_PUCQ)_11 _15
P(U/Q) = PQ) " 28 28 53,6%
55

-5 -3 _3
(und analog P(V/Q) = i P(W/Q) 25 P(U/R) 2’ )

Anaysieren wir noch einmal genauer, wie wir ausgehend von den gegebenen bedingten
Wahrscheinlichkeiten P(Q/U), P(R/U), ... und den gegebenen Wahrscheinlichkeiten P(U),
P(V), P(W) die gesuchten Wahrscheinlichkeiten P(Q), P(R), P(S) und P(U/Q), P(R/Q), ...
berechnet haben.
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Unser Beispidl: Allgemeine Situation:

W= B disunkt, Al W

i=1

W=UEVEW disjunkt,
Qi W

Ba4

v B2
U W W

W= Bevdlkerung

P(Q) = P((QCU)E(QCV)E(QCW)) P(A) = P ACB,
=PQGU)+PQCV)+PQEW) | = PMACB)
> (2) n
= P(U) XP(Q/U) + P(V) xP(Q/V) + = P(B))*P(AB))

+ P(W)> P(Q/W)

i=1

Dabel gilt das Gleichheitszeichen (1) wegen Axiom 3, der Kolmogrorov-Axiome (vgl. S. 38)
das Gleichheitszeichen (2) nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit. Diese Formel
hei 3t auch der

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:

Sei P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf W. Es gelte W= B; mit B, CB, =/ fur
i=1
i1 j.Danngilt firjedesAT W
P(A)=P(B;)xP(A/B;)

i=1

Betrachten wir weiter:

Unser Beispiel Allgemeine Situation
_P(QCU) P(B; CA)
P(UQ)=——=>—"2 . —_i¥ 7

(UIQ) P(Q) P(B,/A) PO

es gilt auch genauso
P(QC U) = P(U)>P(Q) P(B, CA)=P(B,)xP(A/B,)

also gilt zusammen
P(UIQ) =
P(U) P(QIU) PE, IA) = P(B,)>P(A/B))

n

P(U) P(QIU) + P(V) P(Q/V) + P(W) *P(Q/W) P(B,) *P(A/B)

i=1
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Dieletzte Formel heil3t der

Satz von Bayes:

Sei P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf W. Es gelte W= B, mit B,CB, =A furi* |.
i=1

Dann gilt firr jedesj und jedes A | Wmit P(A)* 0

(B, 1) = nP(Bj)>P(A/Bj)

P(B;)*P(A/B,)

i=1

Diese ,, Bayes sche Umkehrformel* wird in Situationen angewendet, in denen zu einem gege-
benen Ereignis A die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(A/B;) sowie die Wahrschein-

lichkeiten P(B;) der Bedingungen (mit W= B, ) gegeben sind und umgekehrt die bedingte
i=1

Wahrscheinlichkeit P(Bj/A) gesucht ist.

Eine wichtige Deutung des Bayes schen Satzes ist die subjektivistische Deutung: Ich habe a
priori-Wahrscheinlichkeiten (B;j). Nun tritt das Ereignis A ein. Dadurch veréndern sich meine
a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten P(B;j/A) (, Lernen durch Erfahrung*).

Beispiel 1: Zollhundproblem, Problem 10, Seite 3

B =, Zollhund bellt*
S =, Grenzganger schmuggelt Rauschgift"

Gegeben:  P(B/S) = 0,98, P(B/S) = 0,03, P(S) = 0,01
Esfolgt: P(B/S) = 0,02, P(B/S) = 0,97, P(S) = 0,99
Gesucht:  P(S/B) und (SB)

Formale Losung mit Bayes'scher Regel:

— P(S)*P(BIS)

= — — =...» 0,248 » 25%
P(S) XP(B/S) + P(S) xP(B/S)

PEB) = POPES ___ _ 000 100%
P(S) P(BIS) + P(S) P(BIS)

VerblUffend ist, dass P(S/B) so klein ist! Man kann sich dies an der Vierfeldertafel klar ma-
chen (berechnet mit Hilfe von P(S) = 0,01, P(S) = 0,99, P(BCS) = P(B/S)P(S) und P(BC S)
=P(B/S)P(S)).
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Da nur ganz wenige Grenzganger schmug- B B

geln, bellt der Hund viel dfter versehentlich™ g opog 0.0002 0.01
(P(BCS) = 0,0297 versus (P(BCS) =——=

0,0098)! Dagegen ist fast stets , wenn er s 00297 0,9603 0,99
nicht bellt, 0,0395 0,9605

auch tatsachlich kein Grund vorhanden (P(B C S) = 0,9603 versus P(B C S) = 0,0002)!

Beispiel 2: AIDS-Test

lhr AIDS-Test ist positiv. Ist Panik angesagt?

A =, Jemand ist HIV-positiv*
T =,Testist positiv*
Wir gehen von folgenden Daten aus:
P(A) = 0,001 Préavalenz von HIV-Infektion in der Bevdlkerung
P(T/A) = 0,99 Sensitivitét des Test

P(T/A)=0,98 Spezifizitét des Test
Interessant hier ist P(A/T)!

Bayes sche Regel
P(AIT) = P(A)>P(T/A) _ 0,001:0,99

- s __= =005
P(A) XP(T/A) + P(A)xP(T/A)  0,001>0,99+0,999>0,02

Die Chance, wirklich AIDS zu haben, ist also nur 5%. Entsprechend gering ist die Chance,
dass ein AIDS-Fall nicht entdeckt wird.

P(A) xP(T/A) _ 0,00130,01

- = ___ = » 0,00001
P(A) xP(T/A) + P(A) XP(T/A)  0,001x0,01+ 0,999>0,98

P(A/T) =

Praktische Anwendung: billiger Massentest, um die potentiell Kranken heraus zu sieben, dann
teure Spezialtests (vgl. Rontgen-Rel henuntersuchung).

Beispid 3: ,, Beweiswirdigung*

Uberprifen und Revidieren von Hypothesen aufgrund neuer Informationen nennen die Juris-
ten ,,Beweiswirdigung”“. Armin hat 3 ,Wrfel“, einen Laplace-Wirfel W, und je einen Rie-
mer-U- und -L-W(rfel:



64

Armin wirfelt und nennt Beate seine Zahlen, zeigt aber nicht den verwendeten Wiirfel. Den
soll Beate raten. Er wirfelt dreimal, zuerst 3, dann 1 und schliefflich 5. Welche Hypothesen

kann Beate entwickeln?

Diesist ein typisches Beispiel fur die Bayes sche Regel. Aufgrund von Experimenten mit U-
und L-Wiurfeln hat Beate folgende Wahrscheinlichkeitsvertellungen fur die 3 Wirfel aufge-

stallt;
| | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6
W Laplace-W(irfel 0,17 0,17 0,17 0,17 0,17 0,17
L L-, Wirfe*“ 0,01 0,14 0,21 0,40 0,14 0,10
U U-, Wirfe“ 0,24 0,06 0,10 0,10 0,06 0,44

1. Schritt; ,, 3 fallt"

a-priori-Wahrscheinlichkeit
P(W)=P(L) =PU) =13

A =, 3falt" tritt ein; esist bekannt: P(3/W) = 0,17, P(3/L) = 0,24 und P(3/VV) = 0,06

a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten (mit der Beyes schen Regel)
P(W/3) = P(W)>P(3/W)
P(W) xP(3/W) + P(L) xP(3/L) + P(U) xP(3/U)

0,33>0,17
= » 0,35
0,33x0,17 +0,33x0,21+0,33>0,10

P(L/3)=..»0,44
P(U/3)=...»0,21
2. Schritt: |, 1 falt

Neue a-priori-Wahrscheinlichkeiten sind die alten a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten:
P(W)=0,35 P(L)=044, PU)=0,21

A =, 1falt" tritt ein,
esist bekannt P(1/W) = 0,17, P(1/L) = 0,01, P(/U) = 0,24

a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten

PW 1) = P(W)>P(/ W)

P(W) xP(1/ W) + P(L) xP(L/ L) + P(U) xP(1/ U)

0,35x0,17
= » 0,52
0,35x0,17 +0,44x0,01+ 0,210, 24

P(L/1)=..»0,04

PU/D)=..»044
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3. Schritt: “5 falt” analog

apriori: P(W) =0,52, P(L) =0,04, P(U) = 0,44

a-posteriori: P(5/W) » 0,73, P(5/L) » 0,05, P(5/U) » 0,22.

Jetzt kann Beate mit grof3er Sicherheit behaupten, dass Armin den Laplace-Wirfel verwendet
hatte.
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2. Wahr scheinlichkeitsverteilungen

2.1 Zufallsvariable

2.1.1 Zufallsvariable und ihre Wahr scheinlichkeitsverteilungen

Problemstellung

Wirft man einen Wirfel oder zahlt man die Autoinsassen der Autos, die morgens an einer
Zahlstelle vorbeikommen, so kann man z. B. Mittelwerte ausrechnen und sagen, im Mittel hat
man 3,2 gewdirfelt oder im Mittel sal3en 1,6 Personen in den Autos. Aus den Haufigkeiten
kann man Wahrscheinlichkeiten prognostizieren und z. B. auch sagen, beim weiteren Wrfeln
ist mit der Augenzahl 3,5 zu rechnen und in den weiteren Autos werden im Mittel 1,6 Perso-
nen sitzen.

Verwenden wir dagegen einen Farbwurfel mit den Farben Rot, Grin, Gelb, Weil3, Schwarz,
Blau, beobachten das Fallen eines Reif3nagels mit seinen beiden mdglichen Lagen oder
bestimmen beim Pkw-Beispiel das Geschlecht des Fahrers, so sind Mittelwerte sinnlos. Re-
chenoperationen lassen sich nur auf Zahlen anwenden, die Elementarereignisse, die wir beo-
bachten, missen also Zahlen sein. Andernfalls muss man jedem Elementarereignis eine Zahl
zuordnen. Dies ist nichts anderes as eine (zunachst willkurliche) Funktion, die in der Sto-
chastik Zufallsvariable (oder Zufallsgrofie) heilét. Die Wahrscheinlichkeiten ,, vererben sich”.

Definition
W sal ein (endlicher) Ergebnisraum mit Wahrscheinlichkeitsverteilung P. Eine Zufallsgrofie
(Zufallsvariable) ist eine Funktion X: W® ,w a= X(w).
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Leicht sieht man, dass X(W) ein neuer Ergebnisraum (X(W)i )ist und dass P eine neue
Wahrscheinlichkeitsverteilung Px induziert durch:

Genauer gilt Px(x) = P(X}(x)) = P(W) .
X (w)=x

Bemerkung: Es reicht, Px fur die Elementarereignisse zu definieren. Da bei uns W endlich
(oder abzahlbar unendlich ist), kann Py als Funktionvon ~ ® [0,1] betrachtet werden.

Jetzt sind Fragen der beurteilenden Statistik beantwortbar. X (W) fasst gewisse der bisherigen
Ergebnisse so zusammen, wie es fir die jeweilige Problemstellung zweckméfdig erscheint.

Ubliche Sprechweise: ,, ZufallsgroRe X hat Wert a angenommen* statt , Ereignis , X = a ist

eingetreten”, d. h. , fir das aufgetretene Ergebnis w gilt X(w) = &‘. Die entsprechende Wahr-
scheinlichkeit Px(a) wird auch als P(X=a) bezeichnet.

Beispidl 1: Skatspiel

W= {KreuzAs, PikAs, ..., KaroSieben} ={wi, Wy, ... , Wso}

Unsere ZufallsgrofRe X ordne jeder Karte ihren Wert zu:
X:W® |, w® Wertvonw.

Damit erhalten wir den neuen Ergebnisraum X(W) = {0, 2, 3, 4, 10, 11} mit der induzierten
Wahrscheinlichkeitsverteilung

a o 2 3 4 10 1
PX=a) 38 U8 18 18 18 18

Beispiel 2: Chuck-a-luck

Werfen dreier Wiirfel, W={1, 2, ..., 6}°, |W =216
Vorher Setzen auf eine Ziffer u, Einsatz €, bel i-maligem Auftreten von u Auszahlung von
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(i+ 1) (fori?3 1), sonst Einsatz futsch.

w Ergebnisse | 111 112 221 222 666

X(w) Reingewinn | -1 1 2 3 -1

Beispiel: u=2,e=1(in DM); dann Zuordnung X: W® , mit Wertemenge{-1, 1, 2, 3}.

Wertetabelle:
1 1°5_ 15 1.5°% 75
P @= s R@=3xs 2= R @=3ex? =
a | -1 | 1 | 2 | 3 | sonst.
PX =3 ‘ %»0,58 ‘ %»0,35 ‘ L 007 ‘ »0,00 ‘ 0

Wenn wir P als Funktionvon ~ ® [0,1] betrachten, soist Px(a) =O0firal  \{-1, 1,2, 3}
Zu setzen.

Veranschaulichung der ,, Verteilung* P, durch ein Stabdiagramm:

Noch offene Frage: ist dieses Spiel gerecht?

Didaktischer Kommentar

a) Die Berechnungen sind sehr gewdhnungsbedirftig und weichen von den Ublichen Funkti-
onsschreibweisen ab. Allein hieraus erwachsen Versténdnisprobleme.
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P(X =a)=PF(a)
P(af£ X £b) = P(X =c¢)

c mit
afcEb

P(X3a)= P(X=c)
c mit

b) Die Ubliche Funktionsschreibweise zeigt, dass hier eine andere Sichtweise als Ublich im
Vordergrund steht.

mit P (x) =P(f*(x))

Zur Bestimmung von Py ist , gegeben: x, gesucht: f (x)“ das Problem, d. h. , waagerechte
Schnitte", wahrend sonst , senkrechte Schnitte” (x (X)) gefragt sind.

Jede zu einer ZufallsgrofRe X gehoérige Wahrscheinlichkeitsverteilung induziert eine Verte-
lungsfunktion:



Definition: F:

hei 3t Verteillungsfunktion von X.

®

Beachte: Fist auf

Beispiel: Erfahrungsgemalie Heilungsdauer bei Knieverletzungen

F(X)=P(X £ x)=

al X (W)
aEx

P(X =a)

, hicht nur auf X(W) definiert! F wéchst monoton von 0 auf 1.

x/\Wochen

£6

8

9

10

11

12

13

14

>14

p(X=x) in %

0

10

20

20

15

15

10

Der Torwart ist verletzt. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass er
- 10 — 13 Wochen ausfal It
- héchstens 10 Wochen ausféllt
- mehr as 13 Wochen ausfal It

Aus der Tabelle ergibt sich:
p1=P(10£ X £13)=0,2+0,15+ 0,15+ 0,1 = 0,6 = F(13) — F(9)

p> = F(10) = 0,55
ps=1—F(13) =0,05
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Eigenschaften von Verteilungsfunktionen F

- F monoton steigend in

-F(b)-F(@ =Pla< X £b) firalea bT  mit afb
-PX>a)=1-F()

- P(X = xi) = F(Xi) — F(Xi-1), falls Xy <Xz < ... <Xnund X(W) ={X3, X, ..., Xn}

2.1.2 Stochastische K enngr 63en von Zufallsvariablen

Wir knipfen an die Begriffsbildung der beschreibenden Statistik (vgl. 1.1) an.

Statistik Wahrscheinlichkeitstheorie

Ich wiirfle n mal und berechne: Ich sage fur die Zukunft voraus:

dierelative Haufigkeit h fur 6 mit welcher Wahrscheinlichkeit p werfe
ich eine 6,

den Mittelwert x welche Zahl m= E(X) werde ich im Mittel
werfen,

die (empirische) Standardabweichung s mit welcher Standardabweichung s die

als Streumal’ der Messreihe gewurfelten Zahlen streuen werden

Die Definitionen lassen sich direkt Gbertragen (dabei sei X(W) = {Xy, X2, ..., Xn}:

=2 (agunstige bel insgesamt m P
m

Ergebnissen)

m
Z%X1+%X2+---+%Xn m=E(X) = pX + P+t PoX,
=hx +hx +..+hx,

S=ijux-%2 S=erﬂx-m2

(empirische) Varianz & Varianz s2




72

Definition: Seien P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung und X eine Zufallsgrofe auf W. Dann
heildt die Zahl

m=E(X)= axR(a)

al

(sofern sie existiert) der Erwartungswert von X (wir konnten nattrlich auch nur Gber
al X(W) summieren).

Beispidl 1., Chuck-a-luck”

X: Gewinn (vgl. Beispiel 2 auf S. 68)

EOX) = (D22 412 1 2x2 gt = X g 07
216 216 216 216 216

Das Spiel ist also nicht fair, man verliert im Mitte % des Einsatzes (, fair* wére E(X) = 0).

Der Erwartungswert ist zu unterscheiden vom ,,Modalwert“, d. h. vom Wert mit hoéchster
Wahrscheinlichkeit; hier: -1. Weiter ist der — dem praktischen ,, Median* entsprechende ,, Zent-
ralwert” zu unterscheiden, d. h. der Wert ,,in der Mitte"; hier 1.5 (zwischen 1 und 2).

Beispiel 2:

Ich wiirfle bis zur ersten ,, 6. Wie viele Wrfe brauche ich wohl durchschnittlich?

Allgemein: Ich warte auf das Eintreten des Ereignisses E mit P(E) = p. Wie lange muss ich
wohl im Mittel warten?

L 6sun
Konkrete Experimente liefern einen Mittelwert von x » 6.

3 Argumente: X: Anzahl der Wiirfe bis zur ersten ,, 6“.
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Im stochastischen (Laplace-) Modell sind alle sechs Zahlen gleichberechtigt. Also tritt
beim Wirfeln aus Symmetriegriinden jede Zahl im Mittel jedes sechste Mal auf. Somit
gilt E(X) = 6.

Andere (verallgemeinerbare) Uberlegung: Bei n Wiirfen erwarten wir etwa k mal ,, 6,

wobei 5»%. Die mittlere Anzahl der Versuche bis zu einer ,6 ist somit (klar!)
n

E» 6.
k

formal e Bestétigung:

pn = P (, genau beim n-ten Wurf erste ,6") = g x%

also gilt
¥ ¥ n-1 ¥ n
E(X): nxp, = n><§ E:EXQX n §
et m 6 6 65 ., 6
¥ a
Hinweis (chne Beweis): na" = 5 fur |a|<1 :
n=1 (1' a
5
also E(X) :%XLZ:G, wie zu erwarten war!
1- =
6

Graphische V eranschaulichung:

Im algemeinen Fall sei X: Anzahl der Versuche bis zum Eintreten von E. Genau wie eben

Uberlegt man: Bei n Versuchen k-maliges Eintreten von E, wobel k » p. Somit mittlere An-
n

zahl der Versuche biszu E gleich E»%, also E(X) :%.
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Definition der Streumalie:

Seien P ein Wahrscheinlichkeitsmald und X eine Zufallsgrél3e auf W, mit Erwartungswert m=
E(X). Dann heif} die Zahl

V(X)=  (a- m) B (a)

al

dieVarianz und die Zahl s = w/V(X) die Standardabweichung von X (falls ex.).

s-Umgebungen bzw. ns-Umgebungen sind die Intervalle [ms, mts] bzw.[mns, mtnss] fir
n=12,..

Beispiel 1
A und B spielen Roulette. A setzt auf , 17 plein”, B auf ,rouge”. Beurteilen Sie die Risiken!

X -1 35 X -1 1
P(X =x) 36/37 1/37 P(X =x) 19/37 18/37
m:-lx§+35xi:-i m:-1x§+l>(§:-i
37 37 37 37 37 37
2 2 2 2
s = -1+i @+ .?,5+i xi S = -]_+i £+ 1+i xE
37 37 37 37 37 37 37 37

=./3408 = 58,4 =./99,9=10,0

Trotz gleichen Erwartungswertes geht A ein viel grof3eres Risiko ein.

Beispiel 2
Fur die Praxis interessant sind die s-Umgebungen: Fir annéhernd symmetrische Verteilungen
sind

68% [~ +]
ca 95% |der Ergebnisseim Intervall| [ -2 ; +2 ]
99% [ -3 +3]

zu erwarten (genaueres auf S. 104).

Leider wird bei Wahlprognosen immer nur der zu erwartende Mittelwert mangegeben. Noch
schlimmer ist es z. B. bei folgendem Beispiel: Der Firma BASF leitet jeden Tag eine mehr
oder weniger grof3e Menge Chemikalien in den Rhein. Geféhrlich fur Fische ist erst eine Ein-
leitung oberhalb eines gewissen Schwellwertes. Angegeben wird von der Firma der zu erwar-
tende Mittelwert m der Gifteinleitung, der weit unterhalb des Schwellenwertes liegt. Das
schliefdt aber nicht aus, dass schon m+s grof3er als der Schwellwert ist.
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2.1.3 Verkniupfungen von Zufallsgr 63en

2.1.3.1 Definition

Wie bel Abbildungen (= Funktionen) tblich, lassen sich auch Zufallsgréf3en verknipfen.
X, Y seien ZufallsgrofRen auf demsel ben Ergebnisraum W. Dann gilt

Z=X+Y:W® ,w Z(W):=XW)+YW).
Fur die induzierte Wahrscheinlichkeitsverteilung P, gilt

P(a)= P(w) = P(W)

w w
Z(w)=a X(w)+Y (w)=a

Diese Darstellung vereinfachen wir fur endliches W. (analog geht es fur abzahlbar unendliches

W):

Essdena=Xx; +y; =X + Y, = ... =X, + Y, die n verschiedenen Darstellungen von a as
Summemitx; T X(Wyundy; 1 Y(W). Damit gilt

P(a) = ’ P(w) = ’ PX=x,UY =y)= P(X =xUY =vy)

i=1 i=1 X+y=a

w
X(w)=x; U g i
YE%=;: X X(W).yT Y (W)

Die nétigen Wahrscheinlichkeiten P(X = x U Y = y) gehdren zur sogenannten gemeinsamen
Verteilung von X und Y:

Definition: X und Y seien ZufallsgrofRen auf demselben endlichen Ereignisraum W. Dann
hei 3t

fxv: = ®[01.,(ab) P(X=aUY=b)

die gemeinsame Verteilung von X und Y.
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Analog sind definiert

Z=XX W® ,w Z(W):=XW)X(w)

P(Z=a)=PF,(a) = P(w) = P(X=xUY=y)
X(W)KYV(W)Za X X(C\/),?/?Y(W)

Z=kxXX:W® ,w Z(Ww) =kxX(w) fir ki

P(Z=a)=P(a)= P(w) = P(X =X)
h>sX’EVW):a ka;(?\?\/)

und entsprechend fur die anderen moglichen Verkniipfungen.

2.1.3.2 Beispiele

Beispiel 1: Wirfeln mit 2 Wirfeln
X: Pasch dabei ? X(Pasch) =1, X(Pasch) =0
Y: Augensumme

Verteilung von X:

X 0 1

P(X=x) 30/36  6/36

Verteilungvon Y:

Y 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
P(Y=y)|1/36 |2/36 |3/36 |4/36 |5/36 |6/36 |5/36 |4/36 |3/36 |2/36 |1/36
Gemeinsame Vertellungvon X und Y :

Y |2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
X
0 0/36 |2/36 |2/36 |4/36 |4/36 |6/36 |4/36 |4/36 |2/36 |2/36 |0/36
1 /36 |0/36 |36 |0/36 |1/36 |0/36 |1/36 |0/36 |1/36 |0/36 |1/36

U:=X+Y
U@22) =X(22) +Y(22)=1+4=5
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PU =5)= P(X=xUY=y)
X XA Y (W
=P(X=OUY=5)+P(x=1L‘JYz4):i+i:£
36 36 36
V;:ﬂ
2
V(22):ﬁ:2
2
P(V=2)= P(X =xUY =y)=P(X =10Y =4) =~
XX _, 36
A0 X (W Y (W

Beispid 2 : Wirfeln mit 3 Wrfeln

X: ,,Gewinn beim chuck-a-luck (1 DM Einsatz, Ziffer 2)*
Y: ,Zweite Ziffer"

Z: ,Summe der Ziffern®

Hieraus neue Zufallsgrofien, z. B.

U=X+Y+Z,V:%

U(123)=1+2+6=09

P(U=9)= P(X=xUY=yUZ=2=.. A
x+y+z=9

V(123):@:6
2

PWV=6= PY=yUZ=2)-=.. B)

ye
2

=6

Ubungsaufgabe ! Losung fiir die obigen Beispiele : Dabei bedeutet ,,./.“, dass es keine Lésung
gibt.

A) Falunterscheidungnach Y =1, ..., 6, dann jeweils X =-1, 1, 2, 3.
Hieraus ergibt sich dann Z:

Y=1. X=-1,as0Z=9 zugehtrige Tripe (3/1/5), (4/1/4), (5/1/3)
X=1ladso Z2=7 (2/14), (411/2)
X=2as0 Z=6 A
X=3,ads0 Z=5 .
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Y=2:X=-1,as0Z=8 A
X=1aso Z=6 (1/2/3), (3/12/1)
X=2dso Z=5 (2/2/1), (1/2/2)
X=3,ds0 Z=4 A
Y=3:X=-1,ds0Z2=7 (1/3/3), (3/3/1)
X=1adso Z=5 (2/3/4), (413/2)
X=2ds0 Z=4 A
X=3,dso Z=3 1.
Y=4:X=-1,ds0Z2=6 (1/4/1)
X=1ladso Z2=4 A
X3 2 adso Z£3 A
Y=5:X=-1,ds0Z=5 A
X31adso Z£3 A
Y=6:X3-1ads0 Z£4 A

3 2 2 2 2 2 1 14 _ 7
+ + + + + +

Damit gilt P(U =9) = = =
216 216 216 216 216 216 216 216 108

B) E:G
2

Y=1ads0Z=12 zugehoriger Tripe (5/1/6), (6/1/5)
Y=24a0Z2=6 " (1/2/3), (2/12/2), (3/2/1)
Y=3 dsoZ=4 1.

12
Y34,ds0Z£ == 1.

4
Damit folgt P(V =6) =P(Y =1UZ=12)+P(Y=2UZ=6)= 2,3 _°

216 216 216

Beispiel 3 : Roulette (européische Variante ; in den USA gibt es noch die 00)
w={0,1,2, ..., 36}

Beim Roulette gibt es 16 Einsatzmdglichkeiten mit folgenden Reingewinnen in Vielfachen
des Einsatzes :
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»Einevolle Zahl* (pleine)
»Zwel verbundene Zahlen“(cheval)
» Eine Querreihe von 3 Zahlen® (transversale pleine)

35facher Einsatz
17facher Einsatz
11facher Einsatz

,Vier Zahlenim Viereck” (carré) 8facher Einsatz
,Dieersten 4 Zahlen“ (0, 1, 2, 3) 8facher Einsatz
»Zwel Querreithen mit 6 Zahlen* (transversale pleine) 5facher Einsatz
» Eine Langsreihe von 12 Zahlen* (colonne) 2facher Einsatz
,Das erste Dutzend 1-12" (12p) 2facher Einsatz
»Das zweite Dutzend 13-24* (12 m) 2facher Einsatz
, Das dritte Dutzend 25-36" (12 d) 2facher Einsatz
»Samtliche gerade Zahlen* (pair) 1facher Einsatz
» Samtliche ungerade Zahlen® (impair) 1facher Einsatz
»Samtliche rote Zahlen® (rouge) 1facher Einsatz
» Samtliche schwarze Zahlen® (noir) 1facher Einsatz
,Die erste Hafte aller Zahlen von 1-18" (manque) 1facher Einsatz
,Die zweite Hélfte aller Zahlen von 19-36* (passe) 1facher Einsatz

Die Einsatzmoglichkeiten werden beziiglich ihrer Gewinnerwartung durch je eine Zufallsgro-

e beschrieben,

z.B. ,1 Dutzend" A={1,..,12}, A={0,13...36}

X:w 2 fur wl A

w -1 fur wi A

,1. Querreihevon 3 Zahlen*, B={1, 2, 3}, B=W\B

Y:w 11 fir wi B

w -1 fiur wi B

12 25
P(X=2)===, P(X=-1)==>
( ) T ( ) =
3 34
P(Y=11)=—=, P(Y=-1)=—.
(y=11=—. P )=

Nun setzt der Ehemann die erste, die Frau die zweite Moglichkeit. Was ist die Wahrschein-

lichkeit, dass beide gewinnen?

P(XZZUY:11):3—3'7 (zugehorigew1 {1, 2, 3})

Wahrscheinlichkeit, dass Frau verliert und Mann gewinnt?

P(X =2 UY=-1):% (zugehdrigew1 {4, ..., 12})
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In beiden Falen gilt
PX=a UY=h)t PX=a)xP(Y =h),

also Abhangigkeit der Ereignisse.

Beispidl 4:

Bestehen zwischen X und Y ,Abhangigkei-
ten“?

Dazu berechnen wir bedingte Wahrscheinlich-
keiten P(X=a| Y=b).

Ubersicht durch Vierfeldertafeln der gemein-
samen Verteilung P(X=a U Y =h):

Bei den letzten beiden Beispielen haben wir den Begriff Unabhangigkeit auf Zufallsgrofien
Ubertragen. Allgemein gilt sinngemai3 die
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Definition:

Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmald auf Wund seien X, Y ZufallsgréfRen auf W. X und Y heil3en
(stochastisch) unabhangig, wenn gilt A
P(X =a|Y=b)=P(X =a) fir allea,bl

Unabhangigkeit lasst sich auch charakterisieren durch
P(X =aUY =b)=P(X =a)xP(Y =b) fur alle a,bl

d. h. die folgende ,, Mehrfeldertafel* der gemeinsamen Verteilung muss eine Multiplikations-
tafel sein. (vgl. Vierfeldertafel)

X a
Y
B PX=aUv=b) |.. P (D)
iD><(<'Jl) 1

Ausblick: Der Korrelationskoeffizient misst quantitativ, wie stark X, Y voneinander abhan-
gen.

2.1.3.3 Erwartungswert und Varianz fiir verknupfte Zufallsgrof3en

Fur eine einzelne Zufallsgrof3e fol gt jetzt ganz einfach

Satz 1.
a) Var (X) = E(X?)- E(X)?

b) Var(X) =E (X - E(X))’
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Bewseis:

a) Var(X)

(% - m* P(X=x)=
x?P(X =x)-2m xP(X=x)+m P(X=x)

E(X?)- 2% + nf = E(X?) - E(X)?

b) Wegen V(X)= (% - m? P(X =x) gilt V(X) = E(Y) fir Y =(X - m?

Aufgrund der inhaltlichen Bedeutung des Erwartungswertes als theoretischer Mittelwert und
der Varianz als theoretisches quadratisches Streuungsmal’ sind die ersten drel Eigenschaften
in folgendem Satz klar:

Satz 2:

Seien X, Y ZufallsgroRen auf Wund seiena, b1 . Dann gilt (sofern die jeweiligen Werte
existieren):

(1) E(@X +b)=aE(X) +b

(2) E(X +Y) = E(X) + E(Y)

(3) V(aX + b) = a2V (X)

@ VX +Y)=V(X)+V(Y) + 2(E(X®) — E(X)E(Y))

Sind X, Y unabhéngig, so gilt Uberdies:
(5) E(X¥) = E(X)E(Y)
(6) V(X +Y)=V(X) +V(Y)

Beweis:

Vorbemerkung : Wegen P, (c) = P(w) fur ¢l X (W) kénnen wir
wl W
X(w)=c

E(X) = B, (¢)
d X(wW)
auch schreiben als

E(X)= X(w)P(w)

m W

(und analog fur V(X)).

Ad (1) :

E(aX +b)=  (@X(W)+b)P(w)=ax  X(u)PW)+bx P(w)=axE(X)+bx.

m W m W m W
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Ad(2):

E(X+Y)= (X(W)+Y(W))xP(w)

Wi W i W W W

1
>
S
3
S
T

Y (W) xP (w) = E(X) + E(Y).
Ad(3):
V(ax +b) Sat:Zle((aX +b- E(@X +b)*) =E((aX +b- aE(X)- b)’) =E(a%(X - E(X))’) =

(T)azE((X- E(X))?) = aV(X).

Satzlb

Ad (4) :
V(X +Y)Sa§laE((X +Y)2)- (E(X +Y))2(§) E(x2 +2XY +Y2)- (E(X)+ E(y))2 =

(; E(X?) + 2E(XY) + E(Y?) - E(X))?- 2E(X)E(Y)- (E(Y))? =
2.V (X) +V(Y) +2(E(XY) - E(X)E(Y)).

Ad (5):
E(XY)= cXR,(c)= a*x P(X :aUY:b)d = a*xp P(X =a)*P(Y =b)
d a,bl a un “a,bl

= aP(X=a) bP(Y=b)=E(X)E(Y)

al bi

Ad (6):

Klar nach (4) und (5)
Bem.: Wie Ublich ist Wendlich (oder hdchstens abzadhlbar unendlich).

2.1.3.4 Standardisierte ZufallsgrofRen

Definition: Ist X Zufallsgrofie mit m= E(X), s2=Var(X) soheilt T :=&77 die zu X geho-
s
rige standardisierte Zufall sgrof3e (normierte Zufall sgrofie)

| Saiz: E(T)=0, Var(T)=1




Beweis: Nachrechnen!

T:X-m
S

L1y.m
s s

E(T):siE(X)-sf:o

2

Var(T) = si Var(X) =1

2.1.3.5 Die Ungleichung von Tschebyscheff und s-Umgebungen

Industriell gefertigte Produkte miissen gewisse Normbedingungen erfillen, z. B. Metallbohrer
mit Querschnitt 4,8 mm?2 und maximaen Abweichungen von 0,05 mm2. Interessant ist die
Kenntnis der Wahrscheinlichkeit, dass die Bohrer im Toleranzinterval liegen. Bel Kenntnis
der zugrundeliegenden Zufallsgrofde X (genauer reichen E(X) und Var(X)) lasst sich hierfr
eine Abschétzung angeben, namlich die Unglei chung von Tscheyscheff.

Esseien aso X, m s2 bekannt (ideale Annahme!)
Gesucht ist P(|X- /7*>e) fur el *.

s'= (- P(x)+

xT A

(x-m'PX)e

%1

(x- m*P(x) > P(x)

xT A

x1 B
2

~ S
U P(x) < —, also
n (%) 7

Satz: Ungleichung von Tschebyscheff
P sal ein Wahrscheinlichkeitsmald und X eine Zufallsgrofie auf W.

Dann gilt
2
a) P(|X - n1>e)<s? fur alle el *

b) P( X - /> kxs)<k—12 fiir alle ki
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Beweisfir b): setze e =ks!

Die so gelieferten Vertrauensintervalle sind nicht besonders scharf (z. B. k = 1 !1).
Fur jede ZufallsgrofRe X gilt

im Intervall [m2s; m+2s] liegen im Mittel mindestens 75 %
[m3s; Mmt3s] 89 %
[mds, mt4s] 94%

aler Werte. Weil3 man mehr Uber X, so lassen sich scharfere Schranken angeben (vgl. S.
104).

Beispiel: Konservendosen sollen 1000g Fleisch enthalten, die maximal erlaubte Abweichung
ist 30g. Bel Prufung von 200 Dosen ergaben sich x=1000g und s2 = 100.

Deutung: Setze

m=x,Var(x)=s?=¢.

102
P(X-m> 30|<ﬁ:1l1%
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2.2 Binomialverteilung

2.2.1 Galtonbrett und binomialverteilte Zufallsgr 6R3en

Auf den englischen Naturforscher Francis Galton (1822-1911) geht ein schdnes Stochastisches Ex-
periment, das Galton-Brett zurlick (vgl. Abb.). Galton interessierte sich fir Merkmalsprégungen
und ihre Vererbung und war einer der Véater der Daktyloskopie.

Von oben fallen Kugeln in das Galtonbrett
und entscheiden sich bei jedem Pléttchen zu-
falig, ob sie nach rechts oder links fallen.
Lasst man viele Kugeln oben in das Brett fal-
len, so entsteht unten in den Auffangkasten
eine glockenformige Verteilung. Die Wahr-
scheinlichkeiten, mit der die Kugeln in die
unteren Facher fallen, lassen sich leicht be-
rechnen, wenn man be jeder Verzweigung
eine Chance von 1:1 fir rechts oder links an-
nimmt (vgl. auch Folie).

Ein anderes, analoges Beispidl ist ein ,,romischer Brunnen®, bel dem dhnlich wie beim Galtonbrett,
Uberlaufgefalie tbereinander angeordnet sind. Der Uberlauf kann so eingerichtet werden, dass links
und rechts jeweils ein unterschiedlicher Anteil des Wassers tUberl&uft (dies entspricht einem schief
aufgestellten Galtonbrett).
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Schliefdich kann auch das 30-malige Werfen eines Wirfels und Achten auf die 6 @nlich gesehen
werden: von links nach rechts entsprechen die ,, Facher” dem Auftreten von 0 bis 30 mal einer 6:

In jedem Fall haben wir ein mehrstufiges Zufall sexperiment bestehend aus n gleichartigen Bernoul-
li-Experimenten, d. h. Experimenten mit genau 2 Ausgangen W = {T, N} oder besser gleich Zu-
fallsgrofien X = W={0,1} mit P(X=1) = p, P(X=0) = q = 1-p. Eine Bernoulli-K ette der L&nge n mit
Parameter p ist das n-fache Durchfiihren eines Bernoulli-Experiments (die Teil-Experimente sind
unabhéngig und gleichartig).

Am Baum des Wrfelbei spiels macht man sich leicht den folgenden Satz klar:

Satz: Bel einer n-stufigen Bernoulli-Kette mit Parameter p ist die Wahrscheinlichkelt fur das Ereig-

nis, genau k mal 1 die Zahl Bnp(k) = B(n,p,k) = E p“(1- p)™*

Der Beweis ist die Anwendung der Pfadregeln: ein Pfad mit genau k Treffern hat nach der Pfad-
Multiplikationsregel die Wahrscheinlichkeit p*(1- p)™*. Zum gewiinschten Ergebnis , genau k mal
1* fuhren alle Pfade mit genau k mal einer 1 und (n-k) mal einer O; dies entspricht der kombinatori-

n
schen Grundaufgabe, k Kugeln auf n Pldtze zu legen, was genau K mal geht.

Die entsprechende Wahrscheinlichkeitsverteilungen beim Galton-Brett und beim , 6-er-W(rfeln®
zeigt die folgende Graphik:
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Der Name ,, Binomialverteilung” erklart sich aus den auftretenden Binomiakoeffizienten. Die Ver-
allgemeinerung der 3 Beispiele fuhrt zur

Definition der Binomialverteilung

Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmald auf W und sei X eine Zufallsgroéfe auf W mit Werten 0,1,...,n
nl ). Wenngilt

P, (k)= E p“q1- p)" " furk =0,,...,n

mit einem gewissen pi (0;1), so heif}t X binomialverteilt mit den Parametern n und p (kurz: B(n,p)-
verteilt), und die Verteilung P, heil3t eine Binomialverteilung.

Die Wahrscheinlichkeiten werden meistens mit B(n,p,k) oder B, , (k) bezeichnet.

Man kann leicht beweisen: Die Werte B, (k) steigen von k = 0 ausgehend monoton, bis sie ein

Maximum bel k » np erreichen. Dann fallen sie monoton bis k = n. Deshalb haben die Diagramme
aller Binomialverteilungen einen charakteristischen, , glockenférmigen® Verlauf. Sehr schén kommt
dies beim Riesen-Galtonbrett im Science-Museum in Seattle heraus (Folie!).

Viele reale Experimente lassen sich gut mit Binomialverteilungen modellieren. Beispielsweise seien
in einer Urne schwarze und weil3e Kugeln. Ist die Wahrscheinlichkeit p(S) fur das Ziehen einer
schwarzen Kugel bekannt, so ist es eine Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, die Wahr-
scheinlichkeit fur das k-malige Ziehen einer schwarzen Kugel bel n-maligem Ziehen mit Zurtckle-
gen zu berechnen. Ist p(S) dagegen nicht bekannt, so ist es eine Aufgabe der Statistik nach Ziehen
einer Stichprobe mit Zurticklegen auf diese Wahrscheinlichkeit zu schlief3en. Im ersten Fall kdnnte
es sich um Schrauben handeln, die mit Wahrscheinlichkeit p den Normmalien entsprechen, und es
wird vorhergesagt, wie viele defekte Schrauben im Mittel in einer 1000er Packung sind. Im zweiten
Fall kann aufgrund eines Tests an n Patienten auf die Wirksamkeit eines neuen Medikaments ge-
schlossen werden.

Durch die fast ausschliefdliche Behandlung der Binomialverteilung in der Schule vergisst man ger-
ne, dass es sehr viele verschiedene Verteilungen as stochastisches Modell gibt. Der Kéufer der
Schrauben wird bel der Wareneingangskontrolle Stichproben ziehen, um die behauptete Fehlerfrel-
heitsquote zu Uberprifen. Dieses Stichprobenziehen wird ein Ziehen ohne Zuriicklegen sein, das
durch eine hypergeometrische Verteilung (vgl. 2.3.1) beschrieben wird. Allerdings weicht diese
Vertellung fir grof3e n kaum von der Binomialverteilung ab.
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Die Berechnung der Koeffizienten der Binomialverteilung ist schon bei kleinem n mihevoll. Auch
beim Schreiben eines kleinen Computerprogramms muf3 man durchaus trickreich rechnen, um die

Binomialkoeffizienten zu erhalten. Man berechnet die B, (k) am besten rekursiv.

Die in Formelsammlungen tabellierten Werte haben den Nachteil, dass nur ganz bestimmte n- und
p-Werte vorhanden sind, reale Probleme al so kaum behandel bar sind.

2.2.2 Erwartungswert und Varianz binomialverteilter Zufallsgr 63en

Inhaltlichist klar, dass E(x) = np gilt. Dieslasst sich auch nachrechnen:

n n n n-1 n-1)- (k- ln-1 . .
E(X)= kx  p‘L-p)"* =nxpx P (- p) T P =npx T P pm =np
o K e K-1 =0
T =(p+@- )" t=1
-1
denn k x - nx "
k k-1
Diese Rechnerel ist unschon. Einfachere Berechnung Uber Zerlegung X = X, , wobei

i=1
Xi Anzahl der Treffer beim i*" Versuch; klar P(X,=1) =p, P(X,=0) =1 —p.
Wegen E(X;) =0 x(1- p) + 1>p = pfolgt aus 2.1.3.3, Satz 2(2), sofort
EX)= E(X;)=n>p

i=1

dadie ZufallsgrofRen X, unabhangig voneinander sind.
Klar: p(Xi =& X; =b) = p(X; = a)p(X;=b), folgt aus 2.1.3.3, Satz 2(6)

Var(X)=  Var(X,).

Var(X;)=(0- p)’ {1- p)+(1- p)* 0 =p(1- p),

also zusammen
Var(X) = np(1-p)
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Dies konnte man auch mithsam direkt aus der Definition nachrechnen:

n 2

var(X)= (k- np) Epk(l- o)

k=1

Satz: Fur eine B(n,p) — verteilte Zufallsgrofze X gilt E(X) = np und Var (X) = np(1-p)

2.2.3 Beispide

1. Lehrer Schlau hat je einen gelben, silbernen, weil3en und roten Wiirfel. Ein Schiler wahlt einen
Wirfel. Schlau nimmt einen anderen. Schlau setzt 1 DM. Dann wird 11 mal gewdrfelt. Beim
Einzelspiel gewinnt die hthere Augenzahl, insgesamt gewinnt der mit mehr gewonnenen Ein-
zelspielen. Wasriskiert Lehrer Schlau?

Bem.: Die Schiler merken schnell, dass die Ziffern nicht 1,...,6, sondern anders verteilt sind:

4] 5] 2] 3]
lo]o]4]4] [1]5]1]1] l6]6|2]2] [3]3]|3]3]
|4 =l 2] 3]

Gelb Silber WeiRR Rot
L Osun

Anayse der méglichen Paarungen zeigt schnell, dass zu jeder Farbe eine andere gewdahlt werden
. . 2
kann mit Gewinnchance p = 3 :

® Gelb® Rot® WelR® Silber® Gelb® ...

Einzelspiel: Bernoulli-Experiment

wiln

p(Schlau gewinnt) =

Gesamtspiel: Bernoulli-Kette mit p = % ,n=11

11 1 11 k 11- k
P(Schlau gewinnt) = B(l],g,k) = 21

» 0,8779 » 88%
k=6 3 k= K 3
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2. Eine Fabrik gibt den Ausschussanteil bel der Produktion elektrischer Sicherungen mit 1% an.
Der Kaufer einer grof3eren Stiickzahl entnimmt eine Stichprobe von 100 Stiick und entscheidet
nach folgendem Stichprobenplan:

Sind unter den 100 Prifstticken mehr als zwel defekt, wird die Lieferung zurlickgewiesen.

a) WiegroR3ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Kaufmann die Lieferung zurtickweist, obwohl
der Ausschussantell der Angabe entspricht?

b) Wie grol ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Kaufmann die Lieferung annimmt, wenn der
Ausschussanteil in Wirklichkeit sogar 5% ist?

L Osun

a) Aufgrund der grof3en Gesamtzahl kann bei einer Entnahme von 100 Stiick eine Bernoulli-K ette
mit n=100, p=0,01 unterstellt werden, d. h. der Ausschussanteil moge korrekt sein. Zurtickge-
wiesen wird bei i defekten Sicherungen mit 3£1 £ 100, d. h.

100 2
P(Zuriickweisung) = B(100,0,0Li)=1-  B(100,0,01,i)
i=3 i=0
= 1- 0,99 - 100>0,01>0,99 - »0,01° >0,99%

» 0,0794 = 7,94%

10099
2

a) Jetztistin Wirklichkeit p= 0,05, g =0,95. Annahmebei i Fehlern mit O£ £ 2, also

2
P(Annahme) =  B(100,0,05,i)
i=0

= 0,95 +100>0,05>0,95% + 100>99

>0,05 0,95

» 0,1183=11,83%

3. Be der Prifung wird ein sogenannter ,, Multiple-choice-Test” mit Fragen angewendet. Es wer-
den funf Fragen gestellt. Zu jeder der Fragen sind in zuféliger Anordnung eine richtige und
zwel falsche Antworten angegeben. Die Prifung gilt als bestanden, wenn bel mindestens vier
Fragen die richtige Antwort angekreuzt ist. Ein unvorbereiteter Prifling wahlt seine Antworten
rein zuféllig aus.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit besteht er die Priifung?
b) Wie grol3 sind Erwartungswert und Standardabweichung der Anzahl X seiner richtigen
Antworten?

L Osun
Bernoulli-Kettemitn=5, p= % Wahrscheinlichkeit fur ,, richtige Antwort*

a) Bestanden, falls 4 oder 5 richtige Kreuze,

o(Bestanden) = p(X 2 4) = B(5%,4) " B(5,%,5)

5 1% 2 5
= Xx= xZ= + X » 0,0452675 » 4,5%
3 3 5

1 5
4 3
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V10
3

b) E(X)=np= 5/3; Var(X) =npg = 1—;),5 =JVaX = » 1,05

2.2.4 Das Bernouillesche Gesetz der grofRen Zahl

Es geht hierbei um die Prézisierung des empirischen Gesetzes der grofen Zahl: h, » p(E). Wir

betrachten das n-malige Durchfiihren eines Experiments als Bernouilli-Experiment mit Eins =, E ist
eingetreten* mit p(E) = p. Die zugehorige Zufalsgrofde X hat die Wertmenge {0,1,2,...,n}. Erwar-
tungswert und Varianz ergeben sich zu

E(X) =np, Var(X) = npx1-p).

Die neue ZufallsgroRe X = 1X beschreibt die relative Haufigkeit des Eintretens von E bei n Ver-
n

suchen mit der Wertmenge

Die entsprechenden Gréfken von X ergeben sich zu

E(X) :%E(X) =p, s*=Var(X) =L var(x) :@.

Der Erwartungswert der relativen Haufigkeit ist also p, die Abweichung davon ist umso geringer, je
grofier nist. Setzen wir diese Ergebnisse in die Ungleichung von Tschebyschew

SZ
p(X - E(X)| 3 e)E?
ein, so folgt
p(X - ppye eg PP
ne

oder gleichbedeutend

31_[)(1—-2[))31_%'

p(|X - pl<e
ne 4ne

wobei wir bel der letzten Ungleichung verwendet haben, dass der Scheitel der Parabel y = x(1-x)

der Punkt 11 ist.
42
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Damit gilt der

Satz (Bernouillisches Gesetz der grofden Zahl)

Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmal? auf W. X sei B(n,p)-verteilt, und H,, ::l.
n
Dann gilt fur jedes e>0.

limP(H, - pl<e)=1

In Worten: Welche positive Schranke e man auch vorgibt, stets kommen die Wahrscheinlichkeiten,
dass die relative Trefferhdufigkeiten in einer Bernoulli-Kette der Lange n von der Trefferwahr-
scheinlichkeit p um hochstens e abweicht, fir gentigend grof3e n beliebig dicht an 1 heran. Diese
Tatsache heil3t das Bernoullische Gesetz der grof3en Zahlen.

Dieses Gesetz stellt offenbar das Modell-Analogon zum empirischen Gesetz der grof3en Zahlen dar
(vgl. S. 31). Das Bernoullische Gesetz ist nun aber tatsachlich eine Grenzwertaussage im Sinne der
Anaysis.

Die Schweiz gab Ubrigens zum ICM in Zirich im Jahr 1954 eine Sonderbriefmarke zu diesem
Thema heraus:

Beispiel 1
Eine angebliche Laplace-Miinze zeigt bei 1000-maligem Werfen 600 ma Kopf. Ist das noch zu
akzeptieren?

L Osun
Esqilt h=@=o,6, p=0,5, n=1000
1000

1
h-pl<01)®1- — ~ =97.5%,
P(h-pl<0D)® 1- 2 oot °

also handelt es sich vermutlich um keine Laplace-Minze.
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Beachte: Die direkte Berechnung

1000- k

5% 1000 1*
p(400< X < 600) = >

1
X_
2

k=401

waére nicht so grob, aber viel komplizierter!

Beispiel 2
Eine Partel 1&sst 3 Wochen vor der Wahl eine Umfrage machen, um auf 2% genau ihren derzeitigen
Stimmenanteil zu ermitteln. Das beauftragte M einungsforschungsinstitut befragt 5000 Personen.

L Osun
Gefordert ist |h-p| £ 0,02, wobel das Ereignis E = ,,ein Birger wéhlt die Partel* betrachtet wird. Die
Sicherheit der Prognose betragt

1

P(Jh- p|£0,02)>1- ——
(Ih-pl ) 4>5000>0,02

=87,5%

Beispiel 3

Waéhrend des Auszadhlens der Wahlergebnisse werden nach Zahlen von n Zetteln 11% fir Partei A
festgestellt. Die Hochrechnung behauptet dann ,11% + 1%" mit 99,9%-iger Sicherheit. Wie grof3
muf3 n sein?

L Osun
Behauptet wird

P([11%-p| £ 0,01) * 0,999 , a0

! 30,999 U 4n>0,01°3 1 =10° U 4n3 10" U n?3 2500000

1-— - =
4x1>0,01 0,001

2.3 Andere Verteilungen

2.3.1 Hypergeometrische Verteilung

Die Binomialverteilung lasst sich an einem Urnenmodell mit M weif3en und N-M schwarzen Ku-
geln durch Ziehen mit Zuriicklegen erkléren. Die Wahrscheinlichkeit, eine weil3e Kugel zu ziehen,

ist jewells p = % . Jede Versuchswiederholung ist unabhangig von dem vorherigen Versuch.

Bel Stichproben von Bauteillen auf Fehler werden die gezogenen Bauteile nicht zurtickgelegt, bel
Befragungen, die befragten Personen nicht ein zweites Mal befragt. Hier ist das Urnenmodell mit
Ziehen ohne Zuriicklegen angemessen.
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Wir haben also im Modell wieder M weif3e und N-M schwarze Kugeln. Es wird eine Stichprobe
von n (£ N) Kugeln entnommen. Die Zufallsgréf3e X beschreibt die Anzahl k der gezogenen weil3en
Kugeln. Es gibt bekanntlich

M N-M
P(X =k) = k N”'k
n

Definition: Eine Zufallsgrofe X heifld hypergeometrisch verteilt mit den Parametern n, M und N
(n, M,NT ,1£M <N), wenngilt

M N-M
P(X = K) = H(N, M. n:K) =— N”'k
n

far 0 £ k £ min(n,M). Man sagt dann auch, X sei H(N,M,n)-verteilt.

Satz: Fur eine H(N,M,n)-verteilte Zufallsgrof3e X gilt mit p :%
E(X)=n®p

V(X) = mp(1-p) H

Beweis
a) Diewell3en Kugeln seien nummeriert von 1 bis M. Die Zufallsvariable X; beschreibt, ob diei-te
gezogene Kugel der Stichprobe eine weil3eist.

_ Lfalsi- te Kugel in Stichprobe weil3
'~ 0, falls nicht

Esqilt: P(X, =1) :%, dajede der N Kugeln die gleiche Chance hat, als i-te gezogen werden (dies

ist ein qualitatives Argument; die Zufallsvariablen sind ja voneinander abhangig. Dies lésst sich
jedoch auch formal nachrechnen, vgl. fir den einfachsten Fall n=2, Beispiel 4in 1.6.4, S. 51).

Wegen E(Xi):lx%+0><¥:p und X =X, +X,+...+X,

folgt wie behauptet aus Satz 2(2) in 2.1.3.3 fur den Erwartungswert E(X) = np.
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Die Varianz berechnen wir mit Hilfe des Verschiebungssatzes Satz 1 (a) in 2.1.3.3:
V(X) = E(X?) - E(X)*

Esqilt

=n— k
N o

Dabei haben wir verwendet

kxM _ kyM(M-l)x.y(M- k+1) _ M(M-l)x..>(M- k+1):|v| M -
k k! (k- D! k-1

N _ N(-Dx.XN-n+1) _ N (N-1)..(N-n+]) _ N N-1
n n! n (n- 1! n n-1

Mit k = (k-1) + 1 gilt weiter nach einigen einfachen Umformungen

M-1 (N-D-(M-12 M-1 (N-D-(M-1
E(XZ):nMn_(k-l) k-1 (E-_ll)-(k-l) +n%'i k-1 (Ir\ll-_ll)-(k-l)
n-1 n-1

Die erste Summe ist der Erwartungswert fir n-1, die zweite Summeist 1, da tGiber alle Wahrschein-
lichkeiten fUr n-1 summiert wird. Zusammen folgt

+1

M M-1 M M-1
E(X?) =n—xXn- 1 +Nn— =n n-1
(X% =nTAn-1)T—+n = np (n- Du—

Damit folgt fur die Varianz

M-1 M-1 M
VX)=np (n-1 +1 -(np)®> = np (n-1 +1- n—
(X)=np (n- 15— (np) p(n-D5 7 N

(0= D(M - DN +(N- DN - nM(N - 1)
P (N- DN
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_ (N-M)(N-n) _ 4y N-n
=n N(N- D —nmerN_l,

was zu beweisen war.

Bem.: Bei umfangreicher Grundgesamtheit und kleiner Stichprobe, also n << N, kann man die hy-
pergeometrische Verteilung durch die Binomialverteilung approximieren.

2.3.2 Wartezeitprobleme und Geometrische Verteilung

Typische Situation: Warte auf die erste 6 beim Mensch-argere-Dich-nicht, auf den ersten Pasch
beim Monopoaly ...

Wir hatten schon das Warten auf die erste 6 beim Wrfeln behandelt (Beispiel 5in 1.6.4, Beispid 2
in 2.1.2). Beschreibt die Zufallsgrofie X die Anzahl der nétigen Wrfe bis zur ersten 6, so gilt

k-1
P(X =K) = 1

oo

k=12, ..)

Definition: Eine Zufallsgrofe X heil3t geometrisch verteilt mit Parameter g, wenn fur ihre Wahr-
scheinlichkeitsverteilung gilt

k-171 _ LT
P(X = K) = g (1- g) far ki
0 sonst

Satz: Fur eine geometrisch verteilte Zufall sgrofie gilt

1
E(X)= —
=1
49
V(X) =
- g°)
Beweis
)= ko =19 kg = 19_a o1
k=1 0 k= q (1-g?® 1-q

V(X) analog mit Verschiebungssatz (vgl. Kitting, Elementare Stochastik, S. 188)
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2.3.3 Poisson-Verteilung

Um die mihevolle Berechnung der Binomialkoeffizienten zu erleichtern, gab Poisson (1781-1840)
im Jahr 1837 eine Ndherungsformel an, die fir grof3e n die Binomiakoeffizienten durch zu seiner
Zeit sehr gut tabellierte Funktionswerte ersetzte:

: ot

np=m

Beweis:

Unter Verwendung von E(X) = =np, adso p :r—r? bei der Binomialverteilung gilt

L m
nn- 1) x..Xn- k+1) nf n
B(np ) = M AD KD ML, 0
! n m
1_i
n
1x1- * 1_3 X.. 1-k':L " n
_ n n : n xel__
! n
L. m
n
1 k-1
1- = 1- n
= 1 P n n xﬁxl_m
1-:11-21 1-:']1 kb n
m
® 144 ®e
ne ¥ n® ¥

Satz: Dies beweist die Poisson-Naherung der Binomialverteilung

Fir groRen und m=np gilt B(n,p,k) » %x—fm

Faustregel: Die Naherungist gut fur m<<n und |k-nj<<n;i. A. sinnvoll fur
p£0,1 und n3 100.
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Definition: Eine Zufallsgréf3e X heildt Poisson-verteilt mit dem Parameter m(3 0), wenn gilt

11 A
P(X:k): Ee far ki 0
0 sonst

Satz 2: X sel Poisson-verteilt mit Parameter m
Dann gilt E(X)=m
V(X)=m

Beweis:

Falls die unendliche Summe existiert, so gilt:

¥ ¥
E(X) = kﬁe‘m:e'mx kﬁ:
k=0 K! k=0 K!
¥ -1 ¥
=e"m ul =ne " ﬁ:e'”‘>m>e”‘:m
k=1(k' 1)' k=0 K!
V(X) = E(X?)- E(X)?
y y 4 -1 ¥ -1
E(X?) = kzﬁe'm: kie'm =m (k-1) i e M L e M
o K! e (K- D! k=1 (k- 1)! k=1(k-D!
m m

=mm+e™e" =nf+m

V(X) =nt +m- nf =m, was zu beweisen war.

Beispiel 1
Lotto: P(, Sechser*) » 0,740 " (vgl. 1.4.4 ¢). Pro Woche werden ca. 56 Millionen Tippreihen abge-
geben. Wie gro3 ist die Wahrscheinlichkeit fur weniger als 3 Sechser?
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L Osun
Binomialverteilung mit p= 0,740, n=56x0°, X = Anzahl der , Sechser“.
Es gilt m=np » 4. Damit gilt fir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

2

P(X £2) =P(X=0) + P(X=1) + P(X=2), »¢e* +%e‘4 +%e‘4 » 0,26

2.3.4 Normal-Vertellung

2.3.4.1 Lokaler Grenzwertsatz von De Moivre

Fur p= % entwickelte De Moivre (1667-1754) eine Naherungsformel, die Laplace (1740-1827) auf

beliebigesp1 (0;1) veralgemeinern konnte:

Satz: (lokale Naherungsformel oder lokaler Grenzwertsatz von De Moivre-Laplace)

kem?

1
1 "2 s

xe
J2ps
mit m=np und s =/np(1- p)

B(n,p,k) »

Definition:
1 -3¢
j (X)) =——e 2 Gauss-Funktion
j (%) T
f(x):= j(t)dt Gaussche Integralfunktion

-¥

Damit kann man schreiben

) Bpk)»j KT
S S

b) Pk, £ X £k,) »f Ke-m

0  Fx)»f 22T
S

Insbesonderegilt f 2" ® 1furx® ¥.
S

Faustregel: Die N&herung ergibt sinnvolle Werte fir s® = npg>9
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Bemerkung: | - und f - Werte sind seit langem tabelliert. Deshalb wurden auf ihnen beruhende
stochastische Modelle bevorzugt. Daj symmetrisch zur y-Achse ist, lassen sich alle interessieren-
den Flachen auf f (x)-Werte mit x > 0 zurlckfihren, was die Tabellierung erleichtert.

Begriindung des lokalen Grenzwertsatzes

Wir konnen diesen Satz nicht beweisen, aber anschaulich begriinden (Visualisierung durch ein
Computerprogramm, z. B. folgende Abbildungen mit LAPLACE, einem Stochastik-Programm):

Die Histogramme der B(n,p)-Verteilung néhern sich mit groRem n einer glockenférmigen Kurve.
Diese soll durch einen Funktionsgraphen angendhert werden. Eine moégliche glockenférmige Kurve
ist die Gaussche Glockenkurve, der Graph der Gausschen Phi-Funktionj mit

1e

J(X)=—=¢

Sk

¥
Eigenschaften von j : Symmetrie zur y-Achse, / (X)dx=1

¥

Eine gegebene Binomialverteilung B(n,p) wird in drei Schritten angendhert. Im Beispiel ist n = 50
und p = 0,6 (mit m= 30 und s? = 12).

Ausgangssituation j (x)-Graph und B(n,p)-Verteilung.

1. Schritt: j (X) ® j (x-A), ,,Zentrieren*, optimal fir A =m
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2. Schritt: j (X) ® j (x-A), , Stauchen langs x-Achse”, optimal fir B _1
s

3. Schritt: j (x) ® Cx% (x-A), , Stauchen langs y-Achse*, optimal fur C :si

Damit ist f(x):ij x-m die optimale Anpassungskurve fur die B(n,p)-Verteilung.
s s
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Die folgende Abbildung zeigt diese Anpassungskurve B(n,0.6) und n = 3, 5, 20 und 50:

Beweise des |okalen Grenzwertsatzes Ubersteigen die Moglichkeiten dieser Vorlesung.

Eine bessere Abschétzung der Werte der Verteilungsfunktion zu B(n,p) liefert die
Integrale Naherungsformel

PX £k)»f KF0S-M
S

k,+0,5- m k,- 0,5-m

S

P(k,EX E£Kk,)»f - f
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Die Begriindung dieser ,, Stetigkeitskorrektur”-Terme fol gt aus der folgenden Abbildung:

P(k, £ X £k,)  Flacheninhalt der Balken von k; bis k,. Diese Flache soll durch diej “-Funktion

(mit j *(x) = glj %n approximiert werden. Also ist von ki-0,5 bis k»+0,5 zu integrieren.

Beispiel

Zunéchst Uberlegt man leicht, dass sich alle interessierende Flachen auf f (x)-Werte mit x>0 zurlck-
flhren lassen:

Daher reichte es, die f (x)-Werte (die sich nicht direkt berechnen lassen) nur fir X > 0 zu tabellie-
ren. Anwendung im folgenden Beispidl:

Beispiel
Eine Firmaliefert Glihlampchen in Kartons zu je 1000 Stiick. Der Ausschufdteil wird von der Firma
mit 1% angegeben. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Karton nicht mehr als 10 defekte

Lampchen enthélt?
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Losung: Binomialverteilung mit n = 1000, p=0,01, m=10, s =/9,9

101000
p= § 0,01 0,99 * = P(0 £ X £10) =
x=0

,¢ 10-10+05 . 0-10-05
9,9 J9,9

=1 (0,1589)- (1- f(3,3371))

= (Tabelle!) 0,5632 — (1 —0,9996)) = 0,5628

» f (0,1589) - f (- 3,3371)

Damit haben wir die Summe der Wahrscheinlichkeiten zur Berechnung der Verteilungsfunktion als
Flachen gedeutet, die wir durch die Flache unter der j “-Funktion approximiert haben. Diese erlaubt
beim Ubergang zur stetigen Grenzkurve eine Berechnung als Integral (obwohl die einzelne Ordinate
der j -Funktion keine Deutung als Wahrscheinlichkeit mehr hat).

Mit Hilfe der Gauss-Funktion kdnnen wir auch die Tschebycheff-Ungleichung verschéarfen und die
Bemerkung auf Seite 73 begriinden, falls sich eine ZufallsgrofRe X durch eine Gaussfunktion be-
schreiben l&sst (normalverteilte Zufallsgrofen, vgl. Seite 110) oder wenigstens approximieren |asst
(z. B. oft binomialverteilte Zufallsgréfen nach dem lokalen Grenzwertsatz von Moivre-Laplace).
Dann lasst sich die Wahrscheinlichkeit des Abweichens von X vom Erwartungswert m= E(X) um

hochstensden Wertc1  * leicht ausdriicken:

P(X - mEc)=P(m cE£ X £ m+c)
=P(X £ m+c)- P(X <n* c)

—f mc-m _, nrc-m
S S

S A LY YA |
S S S

Hierbei haben wir die Symmetrieeigenschaften der j -Funktion benutzt.

Sinnvollerweise driickt man die Abweichung vom Erwartungswert durch Vielfache der Standard-
abweichung s aus, dsoc=ks, ki *

Fur ZufallsgrofRen X, die unseren Voraussetzungen gentigen, haben wir damit

P(X- m)Erxs =2x(r)- 1.



106

Da die j -Funktionen numerisch berechnet werden, erhdlt man fir die am haufigsten benétigten
Werte dies-Regeln

P(X - m€s =0,6827

P(X - nE 25)=0,9545

P(X - n€3s)=0,9973

Bemerkung zur Glte der Approximation
Das folgende Bild zeigt den prozentualen Fehler bei der Approximation der Binomiaverteilung
B(10.000, 0,005) mit De Moivre — Laplace und mit Poisson: m=50, s = 7,05.

2.3.4.2 Der zentrale Grenzwertsatz

Die Bedeutung der j  und f-Funktion reichen weit Uber die Approximation der Binomialvertei-
lung hinaus. Am wichtigsten ist der zentrale Grenzwertsatz, dessen Bewels schulische Methoden
bei weitem Ubersteigt. Er besagt, dass die durch | bzw. f ausgedriickte Naherungsformel prak-
tisch fur ale Verteilungen gilt, die als Summe von hinreichend vielen unabhéngigen Zufallsgrofen
aufgefaldt werden kdnnen.
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X1, ..., Xn S&len unabhangige ZufallsgrofRen, und X = X3 + ... + X,,. T sai die ,standardisierte” Zu-
fallsgrofe zu X, also

n n

X;- n(xi)
T_X'n(x): i=1 i=1

WVar(X) \/ Var(x)

mit m(T) =0, s(T) = 1.

Dann gilt fir genligend grof3es n

P(T £ k) » f (k)
Pk, ET £k,)»f(k,)- f(k,) bzw.

PX £a)»f 2 MX)
s(X)
Beispiel 1: Messfehler

Ein typisches Beispiel sind Messungen, z. B. die Messung der Lange eines Stabes: Wir gehen von 4
voneinander unabhéangigen Fehlerquellen aus

- Veradnderung des Stabes X1
- Veranderung des M al3stabes X2
- ungenauer Beobachtung X3
- sonstige Einflisse X4

Die an sich stetig eintretenden Fehlerquellen seien der Einfachheit halber mit méglichen Ergebnis-
sen = 0,5 angenommen, die jeweils mit diskreter Wahrscheinlichkeit p = ¥ auftreten. Der Gesamt-
fehler f kann dann als Wert der Zufallsgrofe F = X 1+X,+X 3+X 4 angenommen werden:

f. -2 -1 0 1 2

p(F=f) 1/16 4/16 6/16 4/16 1/16

Das zu diesem einfachen Mess-Modell gehorige Diagramm zeigt schon deutliche Glockenform:
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Beispiel 2 : ,, Zensuren-Wrfeln*
X = Augenzahl bel Wirfeln mit Laplace-Wrfel

Wirfeln mit n-Wirfeln: Y = X1+ Xo + ... + X,
Klar ist, dass die X; unabhéngig sind.

n=1.Y =X; Glechvertellung

N=4Y=X1+Xo+ X3+ X4

(fur eine Note ordne man z. B. dem Wert 24 die Note 1, 23 die Note 1, 22 die Note 1" usw. zu). Die
Vertellungvon Y zeigt schon deutlich die Glockenform!
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2.3.4.3 Stetige Zufallsgréfzen

Bisher hatten wir nur endliche ZufallsgrofRen mit diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilungen be-
trachtet. Die stetigen Funktionen j und f dienten nur der Approximation der diskreten
Binomiaverteilung. Nun gibt es sicherlich Zufallsexperimente, zu deren Modellierung stetig
vertellte Merkmale sinnvoll wéren, etwa die oben betrachteten Messfehler.

Bisher hatten wir eine Zufallsgrofe X mit Wertemenge { X,...,xn} und Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung P. Die zugehdrige V erteilungsfunktion

F: ® x® F(x)=P(X£x)= P(X=x;)

X; £X

ist zwar fir ganz  definiert, ihre Funktionswerte sind aber nur endliche Summen, deren Werte
klar definierte Wahrscheinlichkeiten sind, ihr Graph ist monoton wachsend von 0 auf 1 und besteht
aus zur xX-Achse parallelen Geradensttickchen. Die folgende Abbildung zeigt ein Beispidl.

ZufallsgrofRe X mit Wy = { X4, ..., Xn}
Verteilungsfunktion F: ® ,x  FX)=P(X£x)= P(X=X;)

X; £X

In dieser Verteilungsfunktion liegt der Ansatz, stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu betrach-
ten:
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Definition:
¥

a) Eine nicht negative Funktion f heif3 Dichtefunktion, wenn gilt ~ f (t)dt =1.

-¥
b) Eine Zufallsgrofe X heifdt stetig, wenn sich ihre Verteilungsfunktion F darstellen 183t al's
F(x)=P(X £x) = f(t)dt

-¥
mit einer Dichtefunktion f.

Im diskreten Fall entspricht die Wahrscheinlichkeitsverteilung P der Dichtefunktion f. Im stetigen

Fall haben aber die Abszissen von f keine Deutung als Wahrscheinlichkeiten, erst die Flacheninhal-
te unter der f-Kurve lassen sich so deuten:

P(X £ x) = F(x)
P(X]_ EXE Xz) = F(Xz) - F(Xl).

Einige Beispiele fir stetige Verteilungen sind:

a. Glechverteillung auf einem Intervall,
z. B. ein Zufallsgenerator erzeugt eine reelle Zahl zwischen aund b.

0 fir x <a
1/(b- furaEx£Db -
fo = (b-a) furafx Fo)= 222 firagx£b
0 sonst b-a
1 fir x> b

b. Exponentialverteilung,
z. B. Wartezeiten (Eintreffen zum Zeitpunkt 0, Wartezeit X)

X firx3 0

e (ir x 3
F(x) = ao>e F(x) = 1-¢€ fir x3 0

fir x<0 0 fir x<0
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c. Normalvertellung,
z. B. Verteilung zufélliger Messfehler

1 Jlxm X
f(x)= e? s F(x)= f(t)dt
(%) Tps (x) _¥()

X-m X-m
==] — =f ——
S S

Diese Verteilung nimmt eine Sonderstellung in der Wahrscheinlichkeitsrechnung ein:

- die mathematische und numerische Behandelbarkeit im Vor-Computerzeitalter;

- nach dem zentralen Grenzwertsatz und vielen anderen Grenzwertsatzen ist die Verteilungsfunk-
tion einer ZufallsgrofRe zumindest approximativ durch die j -Funktion berechenbar, wenn die Zu-
fallsgrofde ihre Werte unter dem Einfluss mehrerer unabhangig additiv wirkender Faktoren an-

nimmt.

Auf dem derzeitigen deutschen 10 DM-Schein ist die Gauss untersuchte j -Kurve abgebildet. (vgl.
Abb.)
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Beispiele fur solche Verteilungen:

- Verteilung von Koérpergrof3e und Gewicht bel Personen eines Geschlechts und einer Altersgrup-
pe in Deutschland;

- Lebensdauer technischer Produkte;

- Treffgenauigkeit bel Schiel3wettbewerben.

Gegenbeispiele:

- Haufigkeitsverteilung der Dauer des Schulbesuchs;
- Anzahl der Kinder bei deutschen Familien;

- Abweichungen vom Fahrplan;

- Alterspyramide der deutschen Bevolkerung.

Anaog zu den diskreten Zufallsgrof3en definiert man bei stetigen Zufallsgrofien X:
Definition:

¥
E(X)= x> (x)dx Erwartungswert von X

-¥

¥
Var(X)=s?= ((x- m)’xf(x) dx Varianz von X

-¥

Damit gilt fur normalverteilte ZufallsgrofRen X mit f(x) = 1j
S

Saiz: E(X) =mVar(X) =s?

(ohne Beweis)
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3. Grundlagen der , beurtellenden Statistik”

3.1 Testen

3.1.1 Das Testproblem

Die folgende vereinfachte Situation soll das Testproblem erlautern: Wir haben von vornherein
gewisse Annahmen Uber die Grundgesamtheit, die Nullhypothese Ho. Die Gegenhypothese

Hy = H_o ist die Verneinung der Nullhypothese. Aufgrund einer zufalligen Stichprobe ent-

scheidet man sich fur Ty, d. h. ,Annahme* von Hy, oder T;, d. h. Zurtickweisung von Hy (also
Annahme von H,). Hierbei sind vier Félle moglich:

L——  Stichprobe
— 4|
Grund-
«— gesamtheit

Fur eine sinnvolle Entscheidung missen das Signifikanzniveau a = p (T1 | Ho) (,, Lieferanten-
risko") und b = p (To | Hy) (,Kauferrisiko*) moglichst klein sein. Die Namen werden Klar,
wenn man an die Stichprobe eines Kaufers bel einer Sendung mit vom Lieferanten zugesi-
cherten Eigenschaften denkt.

Die Berechnung des Unsicherheitsgrades der Entscheidung ist eine Hauptaufgabe der beurtei-
lenden Statistik.
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3.1.2 Einseitige Tests

Beispiel: Qualitétskontrolle

Ein Betrieb stellt Keramikisolatoren her. Aus langjahriger Erfahrung wird mit 20 % Aus-
schuss kalkuliert. In gewissen Absténden wird anhand von Stichproben Uberpriift, ob dies
weliterhin der Fall ist, wobei nur interessiert, ob die Ausschussguote gestiegen ist. Falls auffal-
lige Abweichungen nach oben auftreten, erfolgt Meldung an die Betriebsleitung. Konkret: ES
werden 100 Isolatoren zufdllig entnommen und geprift. Vorausgesetzt wird die ,Null-
Hypothese".

Ho: , Wahrscheinlichkeit fur defekte Isolatorenist p £ 20 %
H, =H, logisches Gegentell, aso hier H; =,,p > 0,2

Man rechnet mit p = 20 %. Wenn man dies ablehnt, so auch alle anderen Félle mit p < 0,2.
Bel Nichtablehnen hat man ohnedies keine Erkenntnis.

Die, Prufgroie” sel
X: ,Anzahl der defekten unter den 100 gepruften Isolatoren®

X ist B(100, 0.2)-verteilt; man erwartet also p = E(X) = 100%0,2 = 20 defekte Isolatoren mit
einer Standardabweichung von s =./100>0,2>0,8 =4. Es ist Meldung zu machen, wenn
mindestens 1 + s defekte Isolatoren dabel sind. Der ,,Verwerfungsbereich® fur Hp ist aso
V ={24,25,...,100} (vgl. Abb.) (Naturlich kann man dann auch alle Hypothesen mit p < 0,2

verwerfen). Interessant sind nur die Abweichungen nach oben; der Verwerfungsbereich ist
zusammenhangend rechts von . konstruiert worden. Solche Tests nennt man einseitige Tests.

Auch bei korrektem p = 0,2 liegt rein zufélig die Anzahl defekter Isolatoren mit der Wahr-

scheinlichkeit
100

a=PR,(V)= B(100, 0.2, k) » 0,189,
k=24
im Verwerfungsbereich, was dann zu einem Fehler 1. Art mit der Irrtumswahrscheinlichkeit
a »19% fuhrt.
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Aber auch fur fehlerhafte Produktion, aso p > 0,2, kann zufdligerweise die Anzahl defekter
Isolatoren im , Annahmebereich* V ={0,1,...,23} liegen, was dann zu einem Fehler 2. Art
fuhrt. Das grof3e Problem ist natirlich, dass man p nicht kennt! Es gelte z. B. in Wirklichkeit

H*: ,Wahrscheinlichkeit fur defekte Isolatoren ist p = 0,25"

Dann ist die Wahrscheinlichkeit b fir einen Fehler 2. Art.
_ 23
b=P, (V)= B(100,0.25, k) » 0,371.
k=0
Die Wahrscheinlichkeit b = b(p) fur p > 0,2 eines Fehlers 2. Art hangt also von der wahren
Ausschusswahrscheinlichkeit ab: Diefiir allep [0,1] definierte Funktion

23
c:p c(p)= B(100,p,k)
k=0

hei 3 Operationscharakteristik des Tests, einige Werte in unserem Beispiel sind

P |0 0,1 0,2 10,25 103 |04 |1

c (p) 11 /1,000 [0811 [0371  |0076  [0,000 |0
Wenn p > 0,2ist, soist c(p) = b(p) der b-Fehler.

1firp£0,2 ,
Ideal wire c(p)= P
0 furp>0,2

was leider bei realen Tests keinesfalls mdglich ist (und eventuell auch gar nicht wiinschens-
wert ist). Im Gegenteil ist fUr p nur wenig grof3er als 0,2 sogar b » 1 - a = 0,811 in unserem
Beispiel! Der Graph der c-Funktion zeigt dies deutlich:

c(p)

Tatsachlich\Entschel dung H, verwerfen H, beibehalten

H, richtig Fehler 1. Art Okay!

(d.h.p£0.2) Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeit
a= Poz(V) Po,z(V )=1—a

H, falsch Okay! Fehler 2. Art

(d. h.p>0.2) Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeit
Po(V)=1-bp by = Py(V )
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In der Praxis gibt man die Irrtumswahrscheinlichkeiten, d. h. das Signifikanzniveau a vor, z.
B. Industrie 5 %, Medizin 1% oder 0,1%. Etwa scheint in unserem Beispiel eine Irrtumswahr-
scheinlichkeit von 18,9 % nicht tragbar zu sein, man gibt ag = 5 % vor. Gesucht wird jetzt ein
Verwerfungsbereich V* derart, dassa‘ £ ao, d. h. dass R, ,(V®£ a, =0,05gilt. Man findet z.

B. durch eine Tabelle oder Computereinsatz:

a' =Py, (27,28,...,100) » 0,056 noch zu grof3,
a‘' =Py (28,29,...,100) » 0,034 aso okay.

Diese Irrtumswahrscheinlichkeit a‘ ist maximal unter allen moglichen, die £ ap sind, damit
die Fehlermdglichkeiten 2. Art moéglich klein sind. Allerdings bedeutet eine Verkleinerung

von a und V stets eine VergroRerung von V * und damit von b. Hier gilt fiir p = 0,25
. 27
b(0,25) =P, (V= B(100, 0.25, k) » 0,722,
k=0
was den Test fragwirdig macht. Wie der Test tatsachlich ablaufen wird, hangt von vielerlel

Faktoren ab (z. B. Abnehmererwartungen, Firmenimage, Kosten fir Kontrollen, Kosten fir
Anderungen usw.). Die Mathematik kann nur Hilfe geben, aber nicht entscheiden.

Allgemeines Vorgehen bei Hypothesentests:

1) Esgibt Anlass, die Richtigkeit einer Hypothese Hy, zu Uberprifen.

2) Man nimmt an, dass H, richtig ist. (Null-Hypothese).

3) Man legt ein Signifikanzniveau a, fest.

4) Man definiert ein Zufallsexperiment zum Uberprifen von Ho und bestimmt — entspre-
chend dem Testinteresse — eilnen geeigneten, gréfltmoglichen Verwerfungsbereich V (d. h.
eine Menge von Ergebnissen, die zu der Entscheidung fuhren sollen, H, als falsch anzuse-
hen), sodassP (V|Ho) £ a, .

5) Man fuhrt das Experiment durch. Liegt das aufgetretene Ergebnisin V, so sagt man , Der
Test hat ein signifikantes Ergebnis erbracht.”

6) Man entscheidet aufgrund des aufgetretenen Ergebnisses. Dabel konnen Fehler unterlau-
fen:

a) Fehler 1. Art: Ho wird irrtimlich verworfen, obwohl H, richtig ist. Die Irrtumswahr-
scheinlichkeit a = P(V | Ho) ist die Wahrscheinlichkeit fur Fehler 1. Art.
b) Fehler 2. Art: Ho wird irrttimlich nicht verworfen, obwohl H, falschist.

7) Die Wahrscheinlichkeit b fir einen Fehler 2. Art l&sst sich im allgemeinen nicht bestim-

men.

Bem. zu 4) Dies muss vor Ziehen der Stichprobe geschehen! Es ist Selbstbetrug, erst nach
Vorliegen der Stichprobe (z. B. medizinische Ergebnisse) einen Test zu konstruieren, der das
gewunschte Resultat ,, bewelist”.

Die Funktion

c:[0]® ,p c(p)=P,(V)=P(V|"pliegt vor*) heif}t Operationscharekteristik eines
Tests, der Uberprift, ob die Wahrscheinlichkeit p die richtige ist. Ist po die (Grenz-) Wahr-
scheinlichkeit, die in der Nullhypothese angenommen wird, so gilt c(p)»1- a fur p in der
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Nahe von po. Die analog gebildete Funktion g=1-c:p  P,(V)=1- c(p) heif}t Gitefunk-
tion des Tests.

Bemerkungen

(A) Analogie zu Gerichtsverfahren

ad 1) Es gibt Anlass, einen Menschen in Bezug auf eine begangene Tat zu Uberpri-
fen (evtl. anzuklagen).

ad 2) Es gilt die Unschuldsvermutung (als Grundprinzip unserer Rechtsordnung).

ad 3)/4) Es werden Kriterien festgelegt, welche Uber Schuld oder Unschuld entscheiden
sollen, und eswerden (i. a hohe) Standards fir diese Kriterien gesetzt.

ad 5) Es werden Indizien entsprechend diesen Kriterien zusammengetragen.

ad 6) Es wird entsprechend diesen Indizien ein Urtell gefdllt. Dabel kénnen Fehler
unterlaufen:

a) 1. Art: Ein Unschuldiger wird irrtimlich verurteilt.

Das sollte in unserer Rechtsordnung mdglichst vermieden werden (d. h. es soll-
te nur mit sehr geringer Wahrscheinlichkeit passieren; daher die hohen Stan-
dards).

b) 2. Art: Ein Schuldiger wird irrtimlich ,, mangels Beweisen® freigesprochen.
Das sollte zwar ebenfalls vermieden werden, ist aber eher in Kauf zu nehmen,
um Ersteres zu vermeiden (d. h. kann ggfs. mit nicht geringer Wahrscheinlich-
keit passieren).

(B) Analogie zu indirekten Beweisen

Bel diesen schliefdt man: ,Falls A, dann B. Da aber nicht B, gilt folglich nicht A*. Bei der
statistischen Schlussweise beim Testen argumentiert man: ,,Falls Ho richtig, so ist mit hoher
Wahrscheinlichkeit das Ergebnis nicht in V. Da aber das Ergebnis in V ist, ist folglich
vermutlich Hy falsch”.

(C) ILrrefihrende Deutungen
Wir haben die beiden Wahrscheinlichkeiten

a:mvmm,b:ﬁVﬁﬂy

Diese werden oft mit den folgenden verwechselt:
a:WHdVLb:ﬂﬁUV)

a ist die ,Wahrscheinlichkeit”, dass die Ausschussrate 20 % betragt, obwohl mindestens 28
Isolatoren der Stichprobe defekt sind. Wer beim Auftreten von 28 defekten Isolatoren das
Ergebnis as ,, mit 95%-iger Sicherheit ist die Ausschussrate hdher als 20 %" beschreibt, miss-
deutet a im Sinne von a . Die Ubliche Bezeichnung, 1 - a as ,, statistische Sicherheit® zu be-

schreiben, ist etwas irrefthrend. V heift iblicherweise ,Annahmebereich" des Tests, was
irrefUhrend ist, da Hg hochstens , beibehalten* wird, d. h. , nicht verworfen* wird, aber eben
nicht ,,akzeptiert” wird. (vgl. , Freispruch mangels Beweisen®)

Man beachte, dass man eigentlich nicht von den Wahrscheinlichkeiten ,p(Ho)* und ,,p(Ho/V)
sprechen kann, obwohl dies ja gerade das Wiinschenswerte ware. Die Hypothese Ho gilt oder
gilt nicht. Im frequentistischen Sinnist ,,p(Ho)* nicht definiert.
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Man beachte die Analogie zu Gerichtsverfahren: Der Angeklagte ist der Morder oder ist nicht
der Morder, es gibt keine Wahrscheinlichkeit per se, dass er der Morder ist. Im Indizienbe-
weis wird aufgrund von Indizien die Hypothese Ho , Er ist unschuldig” beibehalten (, Frei-
spruch mangels Beweisen®, entspricht dem Bereich V') oder verworfen (,, Verurtellung auf-
grund von Indizien®, entspricht dem Verwerfungsbereich V).

Die subjektivistische Bayessche Sichtweise wirde es dagegen schon erlauben, von subjekti-

ven Wahrscheinlichkeiten p(Hp) und p(Ho/V) zu sprechen. Wir missen uns aber im klassi-
schen frequentistischen Sinn mit ,, p(V/Hg)* begniigen.

(D) Alternativtests

Genaue Aussagen Uber b lassen sich bel Alternativtests machen, wenn wirklich nur 2 Félle fir
die Wahrscheinlichkeit moglich sind, z. B. echte Laplace-Miinze oder gefdschte Minze mit
p=0,6 fur ,Kopf“. Schauen wir dieses Beispiel genauer in 2 Falen an: Fir eine Minze ist
bekannt

a) entweder p=0,5 oder p=0,6 fir Kopf

b) entweder p=0,5 oder p=0,8 fur Kopf

Ho: Die Minzeist gut.

Wir werfen 20 ma und entscheiden uns fir die Annahme der Hypothese auf dem
a=5%- Niveau, was zu einem Verwerfungsbereich V = {14,15,...,20} fuhrt. In den folgen-
den beiden Abbildungen haben wir die Binomialverteilung durch die Normalverteilung

X-m

. 1.
j (X)=—94 ——
S S

approximiert (vgl. 2.3.4).
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Die rechts des a = 5%-Balkens liegende punktierte Flache unter der Kurve fur p = 0,5 ent-
spricht dem Fehler 1. Art auf 5%-Niveau. Die jeweils links dieses Balkens gelegene schraf-
fierte Flache unter der p = 0,6- bzw. der p = 0,8-Kurve entspricht dem Fehler 2. Art mit b =
77,5° im ersten Fall (also Test unbrauchbar) undb =9,1 % im 2. Fall.

3.1.3 Zweisaitige Tests

In Erweiterung des einseitigen Tests beim Isolatoren-Beispiel sollen jetzt auch Abweichungen
nach unten interessieren (z. B. weil bei deutlich geringerem Ausschussanteil der Preis redu-
ziert werden kann). Auch beim Munzenbeispiel sind nattrlich Abweichungen nach oben und
nach unten von  relevant, wenn man schlechte Miinzen ausschlief3en will.

Die Isolatoren mdgen wie eben mit n = 100 und entsprechendem Hy (d. h. Ho: Wahrschein-
lichkeit fur defekte Isolatoren ist 0,2) getestet werden. Das Signifikanzniveau sei a, = 10 %;
diese 10 % sollen mdglichst gleichmaliig auf die beiden Teile des Verwerfungsbereichs V
verteilt werden; d. h. genauer, dass der Bereich ,1- a“ moglichst gleichméallig um den Erwar-
tungswert mherumgelegt werden soll. (Bei stetigen Zufallsgrof3en l&sst sich das mit Hilfe des
Integral exakt beschreiben.)
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Mit einer Tabelle oder mit Computerhilfe erhélt man

13 100
B(100, 0.2, k) » 0,047 und B(100, 0.2, k) » 0,034,

k=0 k=28

und diesist optimal. Fur V ={0,1,...,13,28,29,...,100} gilt also a = Py»(V) » 0,081 < 0,1 wie
verlangt.

Die Testvorschrift ist somit: Wahle zufallig 100 Isolatoren und prife sie. Falls die Anzahl der
»defekten” zwischen 14 und 27, so tue nichts. Falls aber diese Anzahl kleiner 14 oder grof3er
27 ist, so erstatte Meldung.

Die Operationscharakteristik hat nun einen anderen, fir zweiseitige Tests typischen Verlauf:
27

c:p c(p)= B(00,p k)

k=14

P |0 0.1 0.2 025 |03 |0.4 |05 |1

cp |0 /0124 |0919 |0,720 [0,296 |0,005 |0,000 |0

c(p)
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Indiesem Fall ist c(p) = b(p) furp?* 0,2.

Wieder ideal, aber unerreichbar, ware hier
1 furp=p,=02
b =

) 0 sonst

Man Uberlege, wie sich die Operationscharakteristik andert, wenn bel gleichem Signifikanz-
niveau (hier a, = 10%) die Grol3e der Stichprobe verandert wird (n = 200, 500, 1000,...). Lie-
fert das eine bessere Entscheidungshilfe?

3.2 Schatzen

3.2.1 Punktschatzen

Oft ist die Wahrscheinlichkeit p fur das Auftreten eines Ergebnisses E unbekannt. Wir haben
uns dann auf das Gesetz der grof3en Zahl berufen, n mal das zugehdrige Experiment durchge-

fuhrt, wobei k mal E eingetreten sein moge, und dann p»E geschétzt. Die Frage ist, inwie-
n

weit diese Schétzung optimal ist. Es sel
X: Anzahl des Eintretens von E bei n Versuchen.

Klar ist, dass X B(n,p-)-verteilt ist mit einer unbekannten Wahrscheinlichkeit p-. Nun sei bei
der konkreten Durchfiihrung k von n mal das Ereignis E eingetreten.

Dann schétzen wir als Zahlwert fiir p- dasjenige po1 [0:1], das unter alen p den groRten Wert
far B(n,p,k) liefert (sofern dieser eindeutig existiert). Geometrisch bedeutet das: Wir suchen
unter allen Glockenkurven digjenige, bei welcher der Wahrscheinlichkeitswert fir k am grof3-
tenist (vgl. Abb.)
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Formal ausgedruckt: Wir suchen das Maximum der Funktion L:p  B(n,p,k). Es zeigt sich

tatsachlich, dassdiesbel p, = % angenommen wird.

Zum Beweis bestimmen wir den maximalen Wert von L(p) = B(n,p,k) fir p1 [0;1] mittels
Differentialrechnung:

L@ = B AL )= Ak AL ) - (- D)=
n k-1 n-k-1 n k-1 n-k-1
= PP (kA- prp(- KED) = P Pk pn).

Damit folgt wie behauptet

=~

Bei p, -k hat L* einen Vorzeichenwechsel von + nach -, aso liegt ein Maximum vor!

n
Das unserem Vorgehen zugrundeliegende algemeine Prinzip beim Schétzen des (unbekann-
ten) wahren Werts eines Parameters | in einer (vom Typ her bekannten) Verteilung Py lautet

aso (,Maximum-Likelihood-Prinzip*): Bel der Durchfiihrung des zugehdrigen Zufallsexpe-
riments sei das Ergebnis w aufgetreten.

Die Wahrscheinlichkeit Py(w) hangt von | ab: Py(w) = L(l ) (L heifdt (,Likelihood-Funktion®).
Dann schétzen wir den Wert | o, fir den L(I ) maximal wird, als den wahren Wert (sofern die-
ser eindeutig existiert).

Diesem Prinzip liegt offenbar die naheliegende Annahme zugrunde, dass unter allen Mo6g-
lichkeiten digenige die beste ist, die am plausibelsten ist, d. h. die das aufgetretene Ergebnis
am besten erklart.

3.2.2 Intervallschatzen

Beim Intervallschétzen fragt man nach einem Konfidenzintervall fir die unbekannte Wahr-
scheinlichkeit eines Zufallsexperiments, d. h. Werte fur p, die mit einem vorliegenden Ergeb-
nis, vertraglich® sind. Wir betrachten hierzu ein Beispiel:

Wahlprognose:

Durch eine Umfrage unter 1000 zufdlig ausgewahlten Wahlberechtigten soll der Anteil von
Partel Q ermittelt werden. Bei dieser Umfrage sprechen sich 411 Personen fur Q aus. Wie
grof3 ist wohl der tatséchliche Wahleranteil von Q?
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Sinnvolle Modellannahme (falls die Gesamtzahl aller Wahlberechtigten sehr grol3 gegentiber
1000 ist): Diese Befragungsaktion stellt eine Bernoulli-Kette der Lange 1000 mit unbekann-
tem Parameter p- = P(Q) dar.

Wiein 3.2.1 konnen wir

411
=ML 11y
P-=To00 - 1%

schétzen. Nun will man aber genauer wissen, mit welchen Werten p fur die unbekannte Wahr-
scheinlichkeit dieses Ergebnis ,,411 von 1000" vertraglich ist und mit welchen nicht. Wir
quantifizieren das, indem wir eine , Sicherheitsmarge” g = 95 % festlegen und alle Zahlen p

T [0: 1] suchen derart, dass die Zahl 411 in der 95 %-Umgebung des Erwartungswertes m=
np = 1000p liegt.

Wir wissen, s-Regeln auf S.105, dass fur die Binomialverteilung fir gentigend grof3es n gilt
P(|X-m|£ 2s) »95%
Gesucht sind somit alle p mit

|411- m( £ 2s |

wobei m= 1000 p und s =,/1000>p(1- p) gelten.

Die Berechnung dieser p ergibt

|411- 1000>p | £ 2,/1000>p(1- p)

0 (411- 1000>p)* £ 2°X000p(1- p)
Hieraus folgt (leicht gerundet)

p?—0.8227 xp + 0,1682 £ 0.
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Die Losungen der zugehdrigen quadrati schen Gleichung sind
P1» 0.380, P2 » 0.442 ,
so dass wir folgendes Ergebnis erhalten:

p1 [0.381; 0.442] (und genau diese p) sind auf dem 95 %-Niveau mit dem Ergebnis 411 ver-
traglich.

Dabel liegt, wie intuitiv erwartet, 0.411 etwa in der Mitte dieses Intervalls. Man nennt es das
» 95%-Konfidenzintervall* fur p- = P(Q) zum Wert 411. Dieses Intervall hat die Breite 0.062,
d. h. wir haben etwa 6 % Streubreite.

Man sagt kurz — und auf3erst missverstandlich - : , Der tatschliche Wert p- = P(Q) liegt mit
95%iger Wahrscheinlichkeit in diesem Intervall“. Richtig muss man sagen (s. 0.): Fur die
Zahlen p aus diesem Intervall (und genau fur diese p) gilt: Ist p der tatsachliche Wert der
Wahrscheinlichkeit P(Q), so liegt das aufgetretene Ergebnis 411 in einem (Ssymmetrischen)
Intervall um den erwarteten Wert 1000p herum, in das solche Ergebnisse mit Wahrscheinlich-
keit 95 % fallen; anders ausgedriickt: Ist p der tatsachliche Wahlerantell von Q, so fallen 95 %
samtlicher solcher Umfrage-Ergebnissein ein Intervall um 1000p herum, das 411 enthélt.

Definition:

Sei g mit 0 < g <1 gegeben (im Beispiel oben war g, = 95%). Es sei der (unbekannte) wahre
Wert | o eines Parameters | in einer (vom Typ her bekannten) Wahrscheinlichkeitsverteilung
P, — mit jeweiligem Erwartungswert m = E(X) — zu schétzen. Bel der Durchfiihrung des zu-
gehdrigen Zufallsexperiments sel das Ergebnis w aufgetreten.

(@) Das wie folgt gebildete Interval | heild g, -Konfidenzintervall fur | o und w: | liegtinl
genau dann, wenn w zu der symmetrisch zu m gelegenen Menge M mit Py(M) = g gehort.
(b) o heildt das Konfidenzniveau dieser Intervallschétzung.
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Es gibt, wie man sofort Uberlegt, einen einfachen und erhellenden Zusammenhang zwischen
Schétzen und Testen:

Im go-Konfidenzintervall zum aufgetretenen Ergebnis w liegen genau die | , fir die beim Tes-
ten von

Ho: ,, Der wahre Wert des Parametersist | “ (kurz: ,1 o=1%)

(mit demselben Zufall sexperiment) das Ergebnis w nicht in den (symmetrisch zu mkonstruier-
ten) Verwerfungsbereich V zum Signifikanzniveau ap = 1 - g fadlt (d. h. in Definition der
obigenist M = V).

Im obigen Beispiel gilt: Fir genau diep T [0.380, 0.442] liegt 411 nicht im Verwerfungsbe-
reich des Tests zu Ho: ,, P(Q) = p* mit Signifikanzniveau 5%.



